CAPITULO 1V
INTRODUCCION A LOS SISTEMAS DINAMICOS

RESUMEN DEL CAPITULO

El objetivo de este capitulo es desarrollar una breve introduccién a la
Teoria de Sistemas Dindmicos, de modo que aquellos lectores que no estén
familiarizados con dicha teoria, conozcan los elementos basicos necesa-
rios para comprender el resto de capitulos del libro. Se parte de una des-
cripcidn de los conceptos fundamentales, identificando los distintos tipos
de sistemas, sus caracteristicas y formulacién. Posteriormente se intro-
duce el concepto de sistema cadtico desde un punto de vista cualitativo y
obviando los aspectos mds técnicos. Por dltimo se desarrolla una breve
introduccion a los métodos de resolucion numérica de ecuaciones dife-
renciales ordinarias, algo que resulta necesario para tratar con este tipo de
modelos, ya que en general no cuentan con solucién analitica.

1. INTRODUCCION

La Teoria de Sistemas Dindmicos puede considerarse una forma de
describir cémo un determinado estado se transforma en otro a lo largo
del tiempo, es decir, cémo evoluciona en el tiempo un cierto proceso.
De modo algo mas concreto FERNANDEZ Diaz (2000: 55) define un sis-
tema dindmico como un conjunto de elementos caracterizados por una
serie de variables que se relacionan entre s mediante ecuaciones mate-
maticas, siendo el objetivo determinar la evolucién temporal de dichas
variables. Se empleardn por tanto ecuaciones diferenciales en el caso de
los sistemas continuos y ecuaciones en diferencias en los discretos.
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Cualquier sistema realimentado de dimensidn finita puede ser repre-
sentado mediante ecuaciones diferenciales o en diferencias (MEES, 1986:
99) y de ahf la utilidad de emplear este tipo de técnicas para modelizar
un fenémeno como las Externalidades de Red, que se caracteriza preci-
samente por la existencia de realimentaciéon. Como afirma ARTHUR
(1990), aquellos sistemas caracterizados por la realimentacién deben ser
modelizados como procesos dindmicos.

En este sentido merece la pena reproducir dos comentarios relativos
a la aplicacion de la Teoria de Sistemas Dindmicos. El primero de ellos
(LEvY, 1994) apareci6 en un articulo publicado en el Strategic Mana-
gement Journal: «la Teoria del Caos proporciona un ttil marco teérico
para comprender la evolucién de las industrias y las complejas interac-
ciones existentes entre los distintos actores implicados». El segundo es
especialmente relevante en el contexto de este libro, en tanto que fue
realizada por Ludwig VON BERTALANFFY, uno de los bidlogos tedricos
mas importantes de la primera mitad del siglo xx !, y el articulo al que
se hace referencia fue publicado en el Academy of Management Jour-
nal (BERTALANFFY, 1972): «La naturaleza interdisciplinar de los con-
ceptos, modelos y principios aplicados a sistemas proporciona una posi-
ble aproximacién hacia la unificacién de la ciencia».

2. SISTEMAS DINAMICOS: CONCEPTOS GENERALES

Diremos que una ecuacion diferencial (o en diferencias) es de primer
orden cuando esta caracterizada por una tnica variable x, que puede con-
siderarse la coordenada de un punto en una recta denominada espacio
de fases, y que se mueve a lo largo de ella con el paso del tiempo. El
espacio de fases es por tanto un espacio vectorial en el que cada vector
representa la descripcidn instantidnea del sistema dindmico en un deter-
minado momento, siendo cada una de las componentes del vector una
de las variables del sistema. Al recorrido de la solucion, x(x;, ), se le
denomina 6rbita o trayectoria.

L dx . . .
x'= 7 = f(x,1) Ecuacion diferencial de primer orden
t
X, = fx,,k) Ecuacion en diferencias de primer orden

Los sistemas dindmicos de primer orden estardn por tanto constitui-
dos por este tipo de ecuaciones. Pero es posible formular modelos mas

! No olvidemos que muchos de los modelos que se tratardn en el capitulo VI provienen del
campo de la Biologia Tedrica.
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complejos de orden mayor que uno, que quedardn representados por sis-
temas de ecuaciones, como por ejemplo los sistemas continuos de segundo
orden:

. dx

X = dr = fi(x,x,,0)
, dx,

X, =E:f2(x1’x2’t)

Es preciso aclarar que un sistema dindmico de segundo orden es lo
que se conoce también como sistema de ecuaciones diferenciales de
primer orden, y que toda ecuacion diferencial de segundo orden equi-
vale de hecho a uno de estos sistemas. En efecto, si consideramos la
ecuacion diferencial de segundo orden

d*x dx

—+f(x,—.,0)=0

dt? H dt )

siempre es posible realizar el cambio de variable y(¢) = dx/dt, de modo
que la ecuacion diferencial de segundo orden puede expresarse como un
sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden del tipo:

_dx
Y dt

G er)

No obstante hay sistemas dindmicos de segundo orden que no pro-
vienen de una unica ecuacién diferencial de segundo orden, de modo
que el concepto de sistema dindmico es mds amplio. En el caso mds
general, un sistema dindmico constard de n ecuaciones representando el
estado de n variables en un espacio de fases de dimension n.

, dx,
X, :I:fk(xl,xz,...,xn,t)
k=12,...n

Las ecuaciones de Lotka-Volterra para competencia entre n especies
que aparecen en cualquier manual de sistemas dindmicos o biologia te6-
rica (ver por ejemplo LUENBERGER, 1979: 374-375) son un ejemplo de
este tipo de sistemas. No obstante, a medida que se incrementa la dimen-
sién del modelo, los cilculos numéricos requeridos para su resolucion
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aumentan de forma considerable, llegando a hacerlos inviables en algu-
nos casos. Esta es la conocida «maldicién de la dimension».

Por otra parte se pueden distinguir tres tipos de sistemas dindmicos
en funcién del comportamiento de sus 6rbitas. Llamando U al subcon-
junto de R" en el que se mueve el sistema tendremos:

 Sistemas Disipativos: U se contrae con el paso del tiempo, de
modo que todo movimiento se atenda con el tiempo tendiendo a una
posicion de equilibrio 2. La caracteristica fundamental de este tipo de
sistemas es la pérdida de energia como consecuencia de algiin tipo de
friccion.

» Sistemas Conservativos: U se mantiene con el paso del tiempo.
Como su propio nombre indica la energia del sistema se conserva.

* Sistemas Expansivos: U se expande con el paso del tiempo.

Ademais las ecuaciones y sistemas de ecuaciones pueden ser lineales,
cuando la funcién fes lineal en cada una de las variables (polinomio de
grado 1), y no lineales cuando ocurre lo contrario. Por ejemplo la ecua-
cién x” = ax — b es lineal mientras que la logistica x” = ax — bx* no lo
es. El problema de los sistemas no lineales es que su complejidad obliga
casi siempre a emplear métodos numéricos para la bisqueda de solucio-
nes. Finalmente hablaremos de ecuaciones o sistemas de ecuaciones auté-
nomos si no contienen de forma explicita la variable independiente ¢, en
el caso de los sistemas continuos, o &, en el caso de los discretos.

Respecto a la formulacién de modelos utilizando la Teoria de Siste-
mas Dindmicos, el procedimiento es similar al seguido con otro tipo de
técnicas, y pueden distinguirse esencialmente tres fases (ARACIL SAN-
TOJA, 1983: 135-177):

1. Conceptualizaciéon, basada en la comprensién del fenémeno
objeto de estudio.

2. Formulacion del modelo mediante las ecuaciones diferencia-
les o en diferencias adecuadas.

3. [Evaluaciéon del modelo mediante el uso de simulaciones por
ordenador. En esta etapa se incluye el andlisis de sensibilidad, es decir,
el estudio de la dependencia de los resultados respecto a los valores de
los parametros.

El proceso de construccién del modelo no es estrictamente secuen-
cial, sino que en ocasiones serd necesario volver a etapas anteriores con

2 El equilibrio no tiene por qué ser necesariamente un dnico punto. Debe entenderse equili-
brio como la existencia de un atractor.
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el fin de ir ajustando cada vez con mayor precision el modelo al sistema
real que se estd analizando.

Por otra parte la dindmica de sistemas difiere de otros métodos de
andlisis estadistico, ya que estos ultimos ponen especial énfasis en la pre-
diccién puntual, mientras que la dindmica de sistemas pretende explicar
el comportamiento en términos mds cualitativos por lo que su necesidad
de datos cuantitativos para la formulacién del modelo es menor: el inte-
rés se centra en la comprension de las fuerzas que operan entre las partes
del sistema y por tanto la precisién con que se conozcan los pardmetros
del modelo tiene un interés secundario (ARACIL SANTOJA, 1983: 171).

Por tltimo es preciso indicar que se han desarrollado numerosos tra-
bajos en el &mbito de la Economia basados en la Teoria de Sistemas Dina-
micos, lo que justifica la utilidad de este tipo de métodos en dicho &mbito
de investigacién. Como muestra, recientemente LANDA BERCEBAL y
VELASCO MORENTE (2004) han publicado un trabajo en el que prueban,
aplicando esta técnica, que se pueden obtener ciclos limite en modelos
empresariales. RODRIGUEZ ARANA (2004) ha estudiado la inestabilidad
dindmica de un modelo basado en la curva de Phillips. VILCHEZ LoBATO
et al., (2002) aplicaron estos modelos para estudiar la pesqueria en la
region Suratldntica espafiola. Enlos manuales de LoMELi y RumBOs (2003),
FERNANDEZ DiAZ (2000) 0 ARACIL SANTOJA (1983) también pueden encon-
trarse algunos ejemplos de diferentes problemas socioeconémicos estu-
diados mediante este enfoque. El manual de Puu (2003) incluye también
unos interesantes modelos algo mas complejos, proponiendo incluso un
modelo de crecimiento de la poblacion que podria emplearse como modelo
de difusion de tecnologias (pp. 504-509). La Tesis Doctoral de GIMENO
NoGUESs (2000) es otra interesante aplicacion de esta teoria al andlisis de
series temporales financieras, y en esta misma linea OLMEDA y PEREZ
(1995) estudiaron la presencia de caos en el mercado de valores espafiol.
La Tesis Doctoral de NavarrO CID (2001) y sus trabajos en este campo
(NavARrO CID, 2000), con un enfoque mucho mas organizativo que las
investigaciones anteriormente mencionadas, son otros ejemplos que mues-
tran las considerables posibilidades de esta técnica matematica.

3. ATRACTORES

El concepto de atractor va ligado a los sistemas disipativos, puesto
que son los tinicos en los que U se contrae con el paso del tiempo (GIMENO
NoGUEs, 2000: 64). Se define como un subconjunto A del espacio de
fases al que las 6rbitas convergen, de modo que una vez alcanzado, las
trayectorias ya no pueden escapar y permanecen siempre dentro de él.
Existen cuatro tipos fundamentales de atractores:
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1. Puntos fijos. Este tipo de atractores consiste en un tnico punto
al que tienden todas las orbitas que se inician en su entorno. El sistema
dindmico que se muestra en la figura 4.1 presenta un punto fijo en el
origen de coordenadas para valores negativos de su pardmetro (KHALIL,

2002: 73-74), mientras que para valores positivos genera un ciclo limite
como se muestra en la figura 4.2.

FIGURA 4.1
EJEMPLO DE PUNTO F1JO
\ A . d.
Loy D @ =y)-y
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Fuente: Adaptado de KHALIL, (2002: 75).

2. Atractor periddico o ciclo limite. Un punto periddico o ciclico
se define como un punto ¢ para el que existe un n tal que f'(§) = & es
decir, la orbita se cierra. El menor entero n que satisface la expresion se
denomina orden del punto periédico. Un atractor periddico estard for-

mado por el conjunto de puntos periddicos que visita un vector antes de
volver sobre si mismo (figura 4.2).

FIGURA 4.2
EJEMPLO DE ATRACTOR PERIODICO

A -
.‘ v %ﬂ'(u—xz—yz)—y
dy(t)

B . =v-(U—x2=v2)+x
A bl ¥?)
R L v 1> 0

Fuente: Adaptado de KHALIL, (2002: 75).
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Es importante mencionar que en 1975 Tien-Yien L1y James A. YORKE
probaron que si un sistema dindmico unidimensional tiene un punto
periddico de periodo 3, entonces tiene puntos periddicos de todos los
periodos posibles (ver MARTIN et al., 1995: 201). Esto implica, como
ocurre en el caso de la ecuacion logistica discreta, que existird compor-
tamiento caético.

3. Atractor Cuasi Periédico o Toro. Este tipo de atractor surge
de la unién de distintos ciclos periddicos de distinta periodicidad. En
este caso, las érbitas que empiezan cerca las unas de las otras perma-
necen siempre cercanas, pero una 6rbita cualquiera continuard indefini-
damente dando vueltas alrededor del toro sin volver a encontrarse nunca
consigo misma (movimiento cuasiperiédico) o encontrandose consigo
misma tras un ndmero entero de rotaciones (movimiento periddico)
(ScHAFFER y KoT, 1986: 158). Por tanto el conjunto de acumulacién de
las trayectorias no es un punto fijo de dimensién cero, ni un ciclo limite
de dimensidn uno, sino una superficie bidimensional con forma toroidal
(FERNANDEZ PEREZ et al., 2003: 398).

No obstante, aunque el comportamiento de este tipo de atractores,
representado en la figura 4.3, es bastante mas complejo que el de los ya
mencionados, dado que las drbitas cercanas permanecen préximas a
medida que transcurre el tiempo, resulta posible realizar predicciones
sobre el estado futuro del sistema, algo que no ocurre con los atractores
extraios que se estudiardn a continuacidn.

FIGURA 4.3
ATRACTOR CUASI PERIODICO O TORO

Fuente: Elaboracién propia.
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4. Atractor Extrafio. Este tipo de atractores presentan una geo-
metria muy compleja, siendo lo que en matematicas se denominan frac-
tales 3 (PEITGEN et al., 1992: 656). Un fractal (acuiiado por Benoit MAN-
DELBROT) es un objeto que puede tener dimensién no entera (para ser
mads precisos, con dimensién de Hausdorff-Besicovitch mayor que su
dimension topolégica). Al margen de detalles técnicos, esto significa que
un objeto que tenga, por ejemplo, dimensién 1.26 (que en concreto es
la dimension de Hausdorff-Besicovitch para la curva de Koch) tendra
una longitud infinita (dimensién mayor que 1) y un drea nula (dimen-
sién menor que dos. Ver por ejemplo PEAK y FRAME, 1994: 91-92).

Merece la pena tratar brevemente el concepto de dimension fractal
dado que puede resultar confuso en primera instancia, y para ello se
introducirdn brevemente algunos conceptos elementales al menos de
forma intuitiva. El modo mas simple de medir la dimensién de un objeto
es «contando» el volumen del nimero minimo de esferas (o cubos) de
dimension adecuada que pueden recubrir el objeto. Llamando N(r) al
nimero de esferas de radio r que recubren el objeto A, la dimensién que
se calcularia mediante este procedimiento seria la siguiente (ECKMANN
y RUELLE, 1985):

dim, A=1lim supw
r—o0  log(l/7r)

En el caso de un objeto fractal esta dimensién puede tomar valores
fraccionarios. La dimensién de Hausdorff-Besicovitch, cuyo célculo
resulta mas complicado, es en general algo distinta a la obtenida por este
procedimiento (no se entrard en detalles técnicos pero para ello puede
consultarse ECKMANN y RUELLE, 1985), aunque el método indicado sirve
para comprender al menos a nivel intuitivo, como puede calcularse la
dimension de un objeto fractal *.

Volviendo a los atractores extrafios, como afirman PEITGEN et al.,
(1992: 656) estos objetos, que caracterizan el estado final de los siste-
mas disipativos altamente complejos, constituyen el nexo entre el caos
y los fractales. Esto se debe a que dichos atractores considerados como
objetos dindmicos son cadticos, y considerados como objetos geométri-
cos son fractales. El comportamiento en este caso es impredecible y erra-
tico, de modo que un sistema dindmico que presente este tipo de atrac-

3 En la actualidad algunos investigadores afirman que en determinados sistemas cadticos
pueden aparecer atractores extrafios no fractales, aunque no se entrard a discutir este tema porque
escapa al objeto del presente libro.

4 Hay que indicar que existen también otras formas alternativas de calcular la dimension frac-
tal (en este sentido puede consultarse por ejemplo PEITGEN et al., 1992: 721-744).
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tores exhibird un comportamiento sin pauta reconocible, y una 6rbita
atrapada en el atractor recorrerd a largo plazo todas las regiones que lo
componen. La figura 4.4 muestra uno de los atractores extrafios mas
conocidos y mencionados en la literatura.

FIGURA 4.4
ATRACTOR EXTRANO DE ROSSLER
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Fuente: Elaboracion propia (algoritmo programado en «R»).

4. SISTEMAS CAOTICOS

Los sistemas que presentan atractores extrafios se denominan sistemas
caoticos. Existen muchas posibles definiciones de caos (DEVANEY, 1986:
49), aunque quizé una de las més empleadas es aquella que caracteriza a
un sistema cadtico por tres propiedades (ver por ejemplo GIRALDO y SASTRE,
2002: 73; FERNANDEZ Diaz, 2000: 88-90; DEVANEY, 1986: 49-50):
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1. Dependencia de las condiciones iniciales. Dadas dos condi-
ciones iniciales arbitrariamente proximas, tras un niimero de iteraciones
suficientemente grande pueden hallarse muy separadas. Este es el cono-
cido «efecto mariposa».

En efecto, si consideramos dos condiciones iniciales muy préximas,
x,(0) y x,(0), de modo que |x1(0)—x2(0)| = 50, al cabo de un tiempo ¢
suficientemente grande ambas Orbitas se hallardn muy separadas (ver
figura 4.5).

FIGURA 4.5

SENSIBILIDAD A LAS CONDICIONES INICIALES
EN SISTEMAS CAOTICOS

x(t)

x1(0)

I Xo(1)

Fuente: Ott (1993: 16).

X2(0)

Por ejemplo, en el caso concreto del atractor de Lorenz, las drbitas
divergen como una exponencial de pardmetro 0.9, es decir, |x, (t) = x, (¢)|
o< 50 -exp(0,9-1). En este sentido, los denominados exponentes de Lia-
punov miden precisamente el crecimiento medio de errores infinitesi-
males en los valores iniciales, siendo por tanto una medida de la sensi-
bilidad a las condiciones iniciales. Si denominamos §; al error inicial
cometido, tras n iteraciones se habra transformado en £ . En este caso
el exponente de Liapunov se define como:

&

) -
A=Ilim hm—ZLn =
n—e  £-0p =

k—1

Aplicando esta definicién general al caso concreto de sistemas dind-
micos continuos obtenemos la siguiente expresion:
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n

A=lim lim— ZLn 5 =lim lim— ZL” ( kl) f(xH)|

n—e  §-0p =1 n—oe  §-0p =1 gk—l ‘

kl
lim— ZLn (”l)‘

n—>oc0 n k=1

Por tanto cualquier error inicial se multiplicard por e en cada itera-
cién, de modo que si el exponente es positivo las érbitas cercanas se ale-
jardn (sensibilidad a las condiciones iniciales). De ello se deduce que
cualquier sistema cadtico ha de tener al menos un exponente de Liapu-
nov positivo (un sistema de dimensién m tendrd m exponentes de Lia-
punov). No se entrard en mas detalles técnicos, pero por ejemplo en WIG-
GINS (2003: 726-735) puede encontrarse una descripcién algo mds
completa.

De hecho la sensibilidad a las condiciones iniciales es probablemente
la caracteristica més relevante del caos, de modo que algunos cientifi-
cos definen los sistemas cadticos simplemente como aquellos que pre-
sentan sensibilidad a las condiciones iniciales.

2. Transitividad o mezclado. Una funcion f: V — V presenta tran-
sitividad si dados dos conjuntos cualesquiera U y W pertenecientes a V,
tras un nimero de iteraciones suficientemente grande siempre encon-
traremos condiciones iniciales de U que llevan a W. En términos menos
formales el significado de esta propiedad es simplemente que las 6rbi-
tas que partan cerca de cualquier punto deben errar por todas partes.

3. Puntos periodicos densos. Se dice que una funcion tiene puntos
periddicos densos si para cualquier condicion inicial existe otra arbitra-
riamente proéxima que es periddica. Esta propiedad implica que existen
infinitas soluciones periddicas inestables asociadas a un atractor extrafio,
de modo que las drbitas que entran en el atractor se acercan a dichas
soluciones periddicas y permanecen en sus proximidades hasta que su
naturaleza inestable hace que las Orbitas escapen hacia otra solucién
periddica.

Resulta interesante comprobar como sistemas aparentemente senci-
llos muestran este tipo de propiedades, comportdndose de modo cadtico
pese a la simplicidad de su formulacién. La ecuacién logistica discreta
por ejemplo, puede escribirse como x |, =a - x - (1 —x ),y pese a su
aparente sencillez muestra un comportamiento caético para valores de
a mayores de 3.5699, el llamado Punto de Feigenbaum. Sin embargo en
sistemas auténomos continuos el comportamiento cadtico s6lo aparece
para tres o mas dimensiones (BAKER y GOLLUB, 1994: 3). Esto se debe
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al Teorema de Poincaré-Bendixson, que garantiza la no existencia de
caos en sistemas auténomos planos. De hecho puede hacerse la siguiente
clasificaciéon de dimensiones minimas para encontrar comportamiento
cadtico (FERNANDEZ PEREZ et al., 2003: 679):

* Sistemas dindmicos discretos del tlpO x,., = f(x) con farbitraria:
Dimensién 1. Este es el caso de la ecuacién loglstlca discreta.

e Sistemas dindmicos discretos del tipo x , = f(x ) con finvertible:
Dimensién 2.
dx(t)
dt

* Sistemas dindmicos continuos del tipo =f (x(t)) con f arbitra-

ria: Dimension 3. Es importante destacar que la forma de la ecuacién implica
que este resultado hace referencia a sistemas auténomos sin retardos.

Sin embargo es preciso hacer una matizacién muy importante res-
pecto a los sistemas continuos. Estos sistemas, como ya se ha indicado,
sdlo pueden presentar comportamiento cadtico si contienen al menos
tres variables independientes, pero en el caso de incluir retardos la situa-
cién cambia drasticamente. Este tltimo tipo de modelos, muy emplea-
dos en dindmica de poblaciones y en la simulacién de procesos psico-
I6gicos, pueden manifestar un comportamiento caético en dimension 1.
Es decir, una ecuacién de la forma dx(r) / dt = f(x(t), x(t — 7)) puede
exhibir todas las propiedades de los sistemas cadéticos (OLSEN y DEGN,
1985). La ecuacion de Mackey-Glass (ver por ejemplo LOSSON et al.,
1993) que se muestra en la figura 4.6 pertenece a este tipo de modelos.

Pero también existen versiones con retardo de los modelos de difu-
sién que se estudiardn mas adelante. Por ejemplo existe una version de
la ecuacidn logistica que incluye estos efectos (SCHAFFER y Kort, 1986:
160):

d):l(tt) = r~x(t)'(1—x(t—1'))

Aunque este modelo s6lo admite como soluciones puntos fijos y
ciclos limite, otros modelos relacionados si que presentan comporta-
miento cadtico. MAY (1980) desarroll6 un modelo sobre la evolucion de
la poblacidn de ballenas que presenta ciertas similitudes con el anterior.

dx(t)
dt

=-D-x(t)+B-x(t—1)- (l—x(t—r)z)

Esta ecuacion para Z < 2 - [(B/ D) — 1] siempre tiene como solu-
cién un punto fijo con independencia del valor de 7. Sin embargo para
valores D = 1,7 =2y B = 2, exhibe una pauta de duplicacién de peri-
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FIGURA 4.6

COMPORTAMIENTO DE LA ECUACION DE MACKEY-GLASS
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Fuente: Elaboracién Propia (algoritmo programado en «R»).

odos a medida que se incrementa el valor de Z, llegando a comportarse
de forma aparentemente cadtica para ciertos valores de este pardmetro.
A partir de dichos valores, un incremento de Z lleva de nuevo al sistema
a una solucién periddica relativamente sencilla. Aunque matematica-
mente resulta interesante conocer sus propiedades, la estimacién de los
pardmetros con datos reales sitda al sistema en la zona en la que existe
Unicamente un punto fijo, de modo que el modelo no predice fluctua-

5 Debido a la simplicidad de la ecuacién se ha optado por la resolucién numérica mediante
el algoritmo de Euler con paso 0.01 (para sistemas mds complejos se emplearan métodos mds
avanzados). Aunque las 6rbitas son continuas, se ha decidido representar los puntos que corres-
ponden a cada uno de los pasos del algoritmo, puesto que para valores altos del pardmetro, el
dibujo de las trayectorias continuas hacia sumamente confusa la imagen. Dado que sélo se pre-
tende poner de manifiesto el comportamiento cualitativo de la ecuacién, y asumiendo el error que
supone dibujar un mapa de fases de un sistema continuo mediante una secuencia de puntos, pen-
samos que esta representacion resulta mas ilustrativa.
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ciones irregulares cuando es aplicado al problema real de la evolucién
de la poblacién de ballenas.

Por tltimo es preciso mencionar que en ocasiones pueden emplearse
ecuaciones integrodiferenciales (MURRAY, 2002: 14; BRAUER y CASTI-
LLO-CHAVEZ, 2001: 109-113) que permiten incorporar el efecto de todo
el comportamiento pasado. Puede servir de ejemplo una modificacion
de la ecuacién logistica:

dx(t)
dr

1 t
rex(t)- I—E-J;w(t—s)-x(s)-ds

En este caso no sélo se incorpora el efecto de la variable x con un
determinado retardo, sino que se considera todo el comportamiento
pasado de dicha variable, ponderado por una funcién de peso w(). Tipi-
camente esta funcién de ponderacién tenderd a cero para valores muy
grandes tanto positivos como negativos y alcanzari su mdximo en un
determinado momento 7. Propuestas similares existen en el caso de sis-
temas dindmicos de orden superior, como por ejemplo en los modelos
depredador-presa de tipo Lotka-Volterra (ver Davis, 1962: 413).

Este es un caso general que incluye como casos particulares las ecua-
ciones diferenciales con retardo, ya que si se considera como funcién
de pesos la delta de Dirac se obtiene de forma inmediata una ecuacion
de este ultimo tipo, puesto que:

J.5(t—r—s)-x(s)-ds=x(t—f)

5. METODOS DE RESOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES
DIFERENCIALES ORDINARIAS

Laresolucién analitica de una ecuacién diferencial ordinaria no lineal
es habitualmente bastante complicada, y en el caso de sistemas de ecua-
ciones diferenciales (como los que se tratardn en el capitulo VI) la reso-
lucién analitica es imposible en la mayoria de los casos. Por este motivo
es preciso emplear métodos numéricos de resolucién que conveniente-
mente programados proporcionen la solucién de la ecuacidn o sistema
de ecuaciones.

El planteamiento de este tipo de métodos es el siguiente: sea el pro-
blema de valor inicial x" = f(, x), x(t)) = x,, del que suponemos que
tiene solucion unica ¢(¢) donde 7, € (a, b) y f es una funcién continua
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en [a, b]. Los métodos numéricos proporcionardn una secuencia de valo-
res {7, x,} tal que el valor x; constituye una aproximacion al valor de la
solucién en el punto 7. '

A continuacién se presentardn los principales métodos numéricos
que se emplean en la simulacién de sistemas dindmicos, de modo que
se estudiardn sus caracteristicas e implementacién, asi como sus venta-
jas e inconvenientes. El andlisis se centrard en la resolucién de ecua-
ciones diferenciales ordinarias, ya que los modelos que trataremos en
este libro son de este tipo.

A) El Método de la Serie de Taylor

Es uno de los métodos mds antiguos de resoluciéon de ecuaciones
diferenciales, y estd basado en el desarrollo en Serie de Taylor, por lo
que es preciso suponer que existen varias derivadas parciales de f{(z, x).
El algoritmo iterativo se escribe del siguiente modo:

k
srs

) h* h3 h
x(t+h)=x(t)+ hx (t)+§x (t)+§x (t)+...+Fx(">(t)

El valor inicial de x viene dado por las condiciones iniciales x(z,) =
x, y las derivadas de x se calculan a partir de (7, x), puesto que al ser

x" = f(t, x), la segunda derivada la obtenemos como x"'= E f(t,x)y asi

sucesivamente. Es preciso notar que como x es una funcién que depende
de #, serd necesario aplicar la regla de la cadena para el cilculo de las
derivadas de f(#, x). El pardmetro & es el paso que utiliza el algoritmo
para ir incrementando el valor de ¢, de modo que a valores de & maés
pequefios se obtendrd una mayor precision a cambio de un incremento
del coste computacional.

Ademais del error de redondeo como consecuencia de la precision
computacional (nimero de digitos almacenados), se comete un error de
truncamiento que depende del valor k elegido, quedando definido del
siguiente modo:

E = #hk“x("“)(t +6h) siendo 0<6O<1
(k+1)!

La principal ventaja de este procedimiento es su sencillez concep-
tual, asi como el hecho de que en aquellos casos en los que es sencillo
calcular las derivadas de f(#, x) puede usarse un método de orden ele-
vado logrando una gran precision en los resultados. Respecto a sus incon-
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venientes estd la necesidad de que existan dichas derivadas parciales
ademds del trabajo preliminar de cdlculo, que puede ser laborioso en
muchos casos.

B) El Método de Euler

Presenta la ventaja de no tener que calcular las derivadas de f{(z, x),
aunque a cambio sea preciso trabajar con unos pasos muy pequefios para
lograr una buena precision, lo que incrementa el coste computacional
del algoritmo. Su expresion formal es la siguiente:

x(t+h)y=x()+h-f(t,x())

En problemas sencillos este método puede resultar ttil, aunque para
sistemas algo complejos no es una aproximacién vélida: el tiempo de
célculo requerido seria excesivamente grande.

C) Los métodos de Runge-Kutta

Como hemos visto, el método de Taylor requiere célculos previos
que pueden resultar muy laboriosos mientras que el método de Euler
obliga a trabajar con valores de # muy pequefios. Los métodos de RUNGE
(1851-1927) y KutTa (1867-1944) solucionan en parte estos problemas,

lo que los convierte en uno de los métodos mas empleados. Su expre-
sién formal es la siguiente:

p
xn+l = xn + zwiki
i=0

siendo p el orden del método y w, constantes. Las k, se calculan de manera
sucesiva del siguiente modo:

i—1
k, = h-f[tn +oh , x + Z,Bl.jkj] siendo o, = 0, es decir:
j=1

ky=h-f(t,.x,)
ky=h-f(t,+o,h | x,+B,k)

k=h-f(t,+an . x +B k+Bk+.+B k)
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El cdlculo de los a, B;yw,se realiza desarrollando en serie de Taylor
, € identificando coeficientes de & en la ecuacion x ,, = x +2w k,.

i=0

a) Runge-Kutta de segundo orden (p = 2)

Se trata del método de Runge-Kutta mds simple, y en general ya pro-
porciona resultados razonables para problemas que no resulten excesi-
vamente complejos. Existen varias posibilidades en funcién del valor de
a, que se elija:

¢ Método de Euler modificado (o, = 1/2)

h h
xn+1:xn+hf(tn+5 s Xn+5fnj
* Método de Heun (o, = 1)
X =X = (f +f(t,+h , x, +hf)
¢ Método 6ptimo (o, = 2/3)

h 3 2 2
=x +—f +=hf|t +=h , +—h
xn+1 xn 4-fn 4 f(n 3 xn 3 -fnj

Los métodos de Runge-Kutta de orden superior se calculan de igual
forma, obteniéndose distintas posibilidades en funcién de la eleccién de
parametros. Para orden 3 tenemos por ejemplo los métodos de Nystrom,
clasico, de Heun y el cuasi éptimo. Para orden 4 el método clésico y el
de Kutta. Los coeficientes correspondientes a estos métodos son tedio-
sos de calcular por lo que no se entrara en los detalles técnicos, pero una
vez hallados su programacién resulta muy sencilla.

b) Runge-Kutta de cuarto orden (p = 4)

Probablemente el método de Runge-Kutta mas empleado es el de
orden 4 que se detalla a continuacién:

Xy =X, +— (k+2k+2k+k)
6

n+l
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Siendo

Este método tiene un error total de orden O(h*), siempre y cuando
la solucidn tenga las cinco primeras derivadas continuas. Con este algo-
ritmo se obtienen unos resultados bastante buenos incluso para proble-
mas relativamente complejos, al tiempo que su implementacién resulta
muy sencilla en cualquier lenguaje de programacion:

Entrada: Funcion f(7, x) y valores iniciales 7,y x,;
Paso 1: Hacer 7 = 1,y x = x,,

Paso 2: Paran =12, ... m

e Calcular k,, k,, k3 yk,.

ky=hf(t,x,)
h
k, :h-f{tn 5%, +?‘j
h k
k, = h.f(t” +§,xn +?2J
ky=h-f(t,+hx, +k,

1
* Calcularx, =x +g(kl+2-k2+2-k3+k4) yt. =t +hn

Salida: Array (¢, x)

D) Otros métodos

Existen otros métodos alternativos, como los multipaso que consi-
deran la informacion recibida desde el principio de la integracion, es
decir, para calcular la solucién en el punto n+/ requieren informacién
no sélo del punto »n sino también de uno o més puntos anteriores. Entre
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ellos destacan los métodos de Adams-Bashforth (especialmente los de
segundo y cuarto orden) y los métodos predictor-corrector (como por
ejemplo el trapezoidal modificado, el de Adams-Bashforth-Moulton y el
de Milne).

6. CONCLUSIONES

De este capitulo también merece la pena destacar tres ideas bdsicas:

* Podemos definir un sistema dindmico como un conjunto de ele-
mentos caracterizados por una serie de variables que se relacionan entre
si mediante ecuaciones matemadticas, siendo el objetivo determinar la
evolucidn temporal de dichas variables.

* El caracter interdisciplinar de los conceptos, modelos y principios
de la Teoria de Sistemas Dindmicos permite modelar sistemas muy diver-
sos. En concreto se trata de una herramienta especialmente util para estu-
diar los mercados de redes debido a su capacidad para representar pro-
cesos realimentados.

* La resolucién analitica de los sistemas dindmicos es imposible en
la mayoria de los casos. Por este motivo es preciso emplear métodos
numéricos de resolucién que convenientemente programados propor-
cionen la solucién de la ecuacidn o sistema de ecuaciones. Existen soft-
wares comerciales que permiten hacerlo, aunque resulta relativamente
sencillo programar los algorimos en un lenguaje estandar como «C»,
«Fortran» o «R».





