CAPITULO V
MODELOS UNIDIMENSIONALES (DIFUSION)

RESUMEN DEL CAPITULO

El objetivo de este capitulo es desarrollar una revisién de los dis-
tintos modelos de difusidn tecnoldgica compatibles con la evolucién de
un producto de red. La mayoria de los modelos tratados son sistemas
unidimensionales de tipo auténomo, y como se comprobard a lo largo
del capitulo, algunos de ellos pueden exhibir un comportamiento cad-
tico por ser de tipo integrodiferencial / con retardos. Se realizard una
revision de los modelos mas importantes, aunque sin entrar demasiado
en cada uno de ellos. De este modo el lector dispondra de una visién
general y podrd, si lo desea, profundizar recurriendo a la bibliografia
correspondiente.

1. INTRODUCCION

La difusién de innovaciones, que puede definirse como la disemi-
nacion de una nueva idea desde su fuente de creacién hasta los usuarios
finales (ROGERS, 1962: 76), es sin duda uno de los elementos caracte-
risticos de la sociedad actual, de modo que si bien se trata de un tema
que lleva siendo estudiado desde hace mucho tiempo, sigue estando en
plena vigencia. Los modelos matemaéticos desarrollados para represen-
tar procesos de difusion tecnoldgica son cada vez mas elaborados y com-
plejos, pero es posible distinguir dos grandes grupos. Los primeros con-
sideran no sélo la difusién temporal sino también la espacial, es decir,
incluyen en sus ecuaciones términos que expresan como se difunde la



88 JOSE LUIS ARROYO BARRIGUETE

tecnologia en el tiempo y en el espacio. La expresion general de una
ecuacion de difusion de este tipo es la siguiente (FIEDLER y SCHEEL,
2000: 24):

ou/odt= D~Au+f()_c,u,Vu)

Siendo u la cuota de mercado de la tecnologia, y X un vector que repre-
senta las dimensiones espaciales consideradas. Esta ecuacion es empleada
con profusién en disciplinas tan distintas como la fisica, las matemati-
cas, la quimica o la ingenieria, y existen también algunas aplicaciones
al dmbito de la economia.

El segundo tipo de modelos constituye una versioén simplificada en
la que se considera Gnicamente la dimension temporal, y éste sera el tipo
de modelos en el que se centrard este capitulo. En el caso de considerar
unicamente la dimensién temporal las ecuaciones correspondientes que-
darian expresadas del siguiente modo:

du

—=f (u) Sistemas autonomos
dt

du . .
d_ =f (u,t) Sistemas no autonomos
t

Estas formulaciones permiten una cantidad ingente de modelos alter-
nativos, pero la propia naturaleza de las Externalidades de Red sugiere
algunas condiciones que limitan el nimero de modelos a estudiar. Por
ejemplo, tal y como se ha mencionado anteriormente, la evolucién tipica
de una tecnologia sujeta a Efectos de Red es de tipo sigmoidal o en «s».
Por este motivo el presente capitulo se dedicard a analizar modelos de
difusién con este tipo de evolucién temporal, obviando aquéllos como
el exponencial (FOURT y WooDLOCK, 1960) o el Mitcherlich que no pre-
sentan dicho comportamiento.

Por otra parte, aunque la revision que se desarrolla en este capitulo
tratard los modelos mas relevantes, se prestard especial atencién al logis-
tico y sus numerosas variantes por varios motivos:

1.  Su formulacion es sencilla y sus propiedades bien conocidas.
Ademés el ajuste de la funcién a los datos es relativamente simple y no
requiere, en muchos casos, recurrir a cdlculos laboriosos.

2. Muchos delos modelos de difusion se relacionan con el modelo
logistico basico. Adicionalmente se han desarrollado una gran cantidad
de variantes del mismo y la flexibilidad que muestran mediante el ajuste
de distintos parametros permite representar procesos de difusién de forma
muy adecuada.
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3. La generalizacion a modelos de competencia esta basada en
muchos casos en la curva logistica o sus variantes, como ocurre por
ejemplo con el modelo de Lotka-Volterra.

2. MODELOS DE QIFUSI()N DE TIPO SIGMOIDAL.:
ELEMENTOS BASICOS

En lo que se refiere a la aparicién de los modelos de difusién, Kuz-
NETS (1930) fue el primero en proponer una evolucién temporal de tipo
sigmoidal para el proceso de cambio tecnoldgico, aunque desde ese
momento numerosos estudios han confirmado dicha hipétesis. En la
actualidad, los modelos de ciclo de vida, muy relacionados con los de
difusién (MARTIN-CARRILLO, 2000: 70-72), asi como los modelos de difu-
sién propiamente dichos se emplean con profusién en mdltiples dmbi-
tos de estudio como la Direccidn Estratégica, la Direccion de la Pro-
duccioén, la Economia Industrial o el Marketing (NIETO ANTOLIN, 1997).

Es frecuente asumir que la distribucién no acumulada de frecuencias
correspondiente a un proceso de difusién que siga una evolucién tem-
poral de tipo sigmoidal es aproximadamente normal (BELLO ACEBRON,
1984), siendo posible distinguir entre cinco grupos de usuarios en fun-
cién de su propensién a adquirir el producto innovador (ROGERS, 1962:
168-171): innovadores, primeros adoptantes, mayoria precoz, mayoria
tardia y rezagados (ver Figura 5.1). Y de hecho esta clasificacién sigue
empleandose en la actualidad (ver por ejemplo el estudio empirico sobre
la difusién de juegos on-line en Taiwan de CHENG et al., 2004). No obs-
tante, como sefialan MAHAJAN et al., (1990b), esta hipétesis resulta cues-
tionable en la prictica, de modo que se han desarrollado otras distribu-
ciones para la clasificaciéon de adoptantes, como la propuesta por
PETERSON (1973) o la de MAHAJAN y PETERSON (1985) que se muestra
en la figura 5.2.

La estructura general de los modelos de difusién es la propuesta por
MAHAJAN y PETERSON (1978a) y MAHAJAN y MULLER (1979), que iden-
tifica tres segmentos de mercado diferentes:

* Mercado sin explotar: S (1) = P(t) — N(?), siendo P(t) el nimero
total de individuos en el mercado. Representa por tanto un conjunto de
individuos que por diversas razones no puede ser considerados como
mercado potencial.

* Mercado potencial: S (f) = N(t) — N(7), siendo N(7) el mercado
potencial total.

* Mercado actual: N(¢) el nimero de usuarios que ya han adoptado
la tecnologia.
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FIGURA 5.1
CATEGORIAS DE ADOPTANTES PARA UN PROCESO

DE DIFUSION DE TIPO SIGMOIDAL SEGUN RoGERrs (1962: 162)
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Fuente: Adaptado de ROGERs (1962: 162).

El nimero de individuos en uno u otro segmento variard a lo largo
del tiempo, pero obviamente en cualquier instante 7 se verifica que S,(7)
+ §,(t) + N(¢) = P(t). Llamando 7(#) al nimero de individuos que pasan
del mercado sin explotar al mercado potencial en el instante ¢, n(f) al
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FIGURA 5.2

DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS NO ACUMULADAS
PARA UN PROCESO DE DIFUSION SEGUN EL MODELO DE BASS
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Fuente: MAJAN et al., (1990b).

niimero de individuos que pasan del mercado potencial a adquirir la tec-
nologia y p(¢) al incremento del mercado total, tenemos que:

S, (t+1)= S, (1) + p(t)—7i(2)
S,(t+1)=S,(t)+7(t) —n(1)
N(+1)=N(@@)+n(t)
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3. MODELOS DE DIF[[SION DE TIPO SIGMOIDAL.:
UNA REVISION TEORICA

En este apartado se tratardn varios tipos de modelos:

* Modelos no lineales. Del tipo x(¢) = f(¢), siendo f(¢) una funcién
no lineal.

* Modelos linealizados. Del tipo f(x(t)) = a + b - t. El término
linealizado, como es usual en Econometria, hace referencia a la varia-
ble dependiente ¢, puesto que en general f no sera lineal. El atractivo de
este enfoque es facilitar la estimacién de pardmetros, que en ese caso
puede hacerse mediante una regresion lineal (MEADE y IsLAM, 1998).
Muchos de estos modelos son una versidon de los modelos no lineales.

* Modelos Autorregresivos. Del tipo x() = f(x(r — 1)). Al igual
que en el caso de los linealizados, muchas veces se trata de adaptacio-
nes de algunos de los modelos no lineales. La ventaja de este plantea-
miento es que se simplifican los cdlculos numéricos.

Por otra parte los modelos pueden ser de tres tipos: simétricos si su
punto de inflexién se alcanza cuando el niimero de adoptantes llega al
50 por 100, asimétricos en caso contrario y flexibles si, dependiendo del
valor de sus pardmetros, su punto de inflexidn se ubica en un rango de
valores que comprende el 50 por 100, pudiendo comportarse por tanto
como simétricos y asimétricos.

La mayoria de los modelos que se estudiardn son Sistemas Auténo-
mos, dado que su estructura es dx(#)/dt = f(x(¢)), aunque también se tra-
tard alguno no auténomo como el Modelo Stanford que presenta una
estructura del tipo dx(¢)/dt = f(x(t),1).

Por tanto, como puede verse, es posible clasificar los distintos mode-
los segtin criterios muy distintos:

* Segtn su especificacion funcional: no lineales, linealizados y auto-
Iregresivos.

» Segin las dimensiones consideradas: temporales o espaciotem-
porales.

* Segin su forma: simétricos, asimétricos y flexibles.
* Desde un punto de vista matematico: autonomos y no auténomos.

» Segtin su estructura: de tipo logistico, de tipo logistico generali-
zado, de tipo estadistico, etc. (ver por ejemplo la clasificacion de MARTIN-
CARRILLO, 2000).

e Etc.
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Incluso es posible proponer otros criterios de clasificacién, como por
disciplina en la que surge el modelo, por nimero de pardmetros que
incluye, etc. En la prictica resulta complicado elegir una clasificacion
que resulte idénea, de modo que cada investigador opta por aquella que
le parece mas adecuada o simplemente no se proporciona clasificacion
alguna. En este libro plantearemos una clasificacion basada en el nimero
de pardmetros y las relaciones entre los modelos. Mds adelante se deta-
llarén las ventajas de este enfoque.

Veamos ahora cudles son las caracteristicas de los modelos mas rele-
vantes de difusién tecnoldgica, para proceder posteriormente a su clasi-
ficacion.

A) Modelo Gompertz

En 1825, GoMPERTZ introdujo una familia de funciones capaces de
representar el crecimiento demografico en una determinada region, sus-
tentado en la hipétesis de que se produce un crecimiento exponencial
del nimero de muertes entre la madurez sexual y la vejez (OLSHANSKY
y CARNES, 1997). Este modelo y sus distintas variantes han sido usados
desde entonces con profusion en biologia y campos afines, publicindose
en la actualidad numerosos trabajos basados en ellos.

Su aplicacién a la modelizacidn de procesos de difusion de innova-
ciones ha dado lugar a la aparicién de distintas investigaciones que han
demostrado la utilidad de dicho modelo, como por ejemplo los trabajos
de FRANSES (1994) y MORRISON (1996). De hecho junto con el logistico
ha sido de los mds empleados para el estudio de los procesos de creci-
miento (RAESIDE, 1988).

El modelo matemético supone que la velocidad de difusién depende
del nimero de adoptantes en cada momento x(¢) y de la diferencia de
logaritmos entre el nimero maximo de potenciales usuarios, N, y el
nimero de adoptantes:

dx(t)

dt
También, al igual que ocurre con el resto de modelos, es posible
expresar la ecuacidn en tanto por uno, lo que elimina la necesidad de

trabajar con la constante . En adelante éste serd el criterio que se adopte
en la mayoria de los casos para escribir las ecuaciones.

N
B-x(t)-[ Ln(N) - Ln(x(1)) | = B-x(2)- In s

SO _ gL
. =B-x(t) Ln 0
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Al contrario de lo que ocurre en el modelo logistico, la velocidad de
difusién no es simétrica, sino que alcanza su maximo cuando el nimero
de adoptantes es N/e (I/e si lo expresamos en tanto por uno), siendo e
la base de los logaritmos neperianos (aproximadamente 2.718), de modo
que el punto de inflexién de la curva no se alcanza en el punto medio.
Esto se comprueba ficilmente hallando el mdximo de la velocidad de
difusion:

A B0 s 1o 2= T S0
X

dx| dt dx x(1) N x(1)?
= [ n N 1} =0
x(1)
luego x(t)= N
e

Calculando la segunda derivada se verifica que efectivamente se trata
de un maximo.

ﬁ[dxm}:i[ﬁ_[mi_lﬂz_ﬁ.m N __ B
dx?| dt dx x(1) N x(1)? x(1)
N

d2 d .
il () :—&<0 =x= Es un mdximo
dx?| dt N N e

e

Por tanto la curva definida por la ecuacién de Gompertz inicial-
mente crece mas deprisa que la logistica. La resolucién de la ecuacion
diferencial resulta relativamente sencilla efectuando el cambio de varia-
ble u = Ln(N / x). Derivando se obtiene que du = —(1/x) - dx = dx =
—X -+ du. Por otra parte la ecuaciéon de Gompertz puede escribirse como
dx =0 -x-Ln(N/x) - dt, y combinando ambas expresiones tenemos
que du = —B - u - dt = u = e P con lo que la solucién a la ecua-
cioén diferencial queda:

x(t)=N-e<"
O expresado en tanto por uno:
x(t)y=e<"

La figura 5.3 muestra graficamente la evolucién temporal que pro-
porciona el modelo Gompertz de difusion.
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FIGURA 5.3
MODELO GOMPERTZ BASICO

N/2 |rmmmmmmm e o oo

Punto de inflexién
X(t) = Ne
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Tiempo

Fuente: Adaptado de MARTIN-CARRILLO (2000: 106).

La versién lineal de la ecuacién de Gompertz (que se calcula de
forma trivial tomando logaritmos), ha sido empleada por ejemplo por
YOUNG (1993) y se expresa del siguiente modo:

Ln[—Ln(x(t))] =a+b-t

Existen versiones revisadas que incorporan un mayor nimero de para-
metros para incrementar su flexibilidad, como por ejemplo el propuesto
por WEISSTEIN (1999: 748):

x(t)=a- b7

En esta misma linea el modelo de Gompertz generalizado (LEE et
al., 1992) cuenta con cuatro parametros, de modo que la ecuacion final
de evolucién viene dada por la siguiente expresion:

x(f) = exp[— exp[—((a +B- t)m + V)H

Haciendo A = 1 y y = 0 se obtiene el Gompertz basico.

Este planteamiento supone que, dentro de la estructura general de
MAHAJAN y MULLER que se analizaba al principio del capitulo, no se
produce una variacion a lo largo del tiempo del mercado potencial puesto
que N permanece constante. En este sentido CHOW (1967) propuso una
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modificacién del modelo permitiendo que el mercado potencial creciese
con el tiempo, es decir, haciendo N = N(¢) y expresdndolo como una
regresion lineal doblemente logaritmica con dos variables independien-
tes. Andlogamente STONEMAN (1983: 70) modificé el planteamiento clé-
sico haciendo 8 = S(¢), de modo que la solucién a la correspondiente
ecuacion diferencial quedaria:

x(1) = e‘efjﬂw

Por ultimo indicar que existe una versién autorregresiva para el
modelo de Gompertz, que viene dada por la siguiente expresion:

x(t)=x(t=1)==b-x(t=1)- Ln(x(1))
b>0

B) Modelo Gaussiano

Como se mencionaba al principio del capitulo, la distribucién no
acumulada de frecuencias de un proceso de difusién tecnolégica se con-
sidera en muchos casos como aproximadamente normal, y por este
motivo es légico emplear un modelo de difusiéon que emplee precisa-
mente una distribucién Gaussiana, tal y como propone ROGERS (1962:
160-162). La velocidad de difusién del proceso viene dada por la
siguiente ecuacion:

() _ 1 (e-p)

. exp p—

dt 2o 207

Siendo w la media y ¢ la varianza del proceso. El porcentaje total
de usuarios en un instante ¢ determinado vendrd dado por la siguiente
integral:

2
¢ 1 y-H
e

Esta expresion tiene su punto de inflexién en ¢ = u, siendo por tanto
un modelo simétrico. Al igual que ocurria con el modelo Gompertz, es
posible emplear una version linealizada como hace STAPLETON (1976).

Aunque como sefiala MAR-MOLINERO (1980) este tipo de curvas
pueden ser utiles para representar procesos de difusion, el interés para
el caso que nos ocupa es limitado por varios motivos:
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* Lainterpretacion del modelo en términos de Externalidades de Red
no es sencilla. Mientras que en otros modelos como el Logistico o Gom-
pertz la ecuacion diferencial presenta una estructura facil de interpretar,
no ocurre lo mismo con el modelo Gaussiano.

* Los resultados son similares a los obtenidos con el modelo Logis-
tico, pero los cédlculos son significativamente mas complejos debido a que
no existe primitiva de la integral indicada. Esto hace necesario emplear
las tablas normalizadas que aparecen en los manuales de estadistica (para
la Gaussiana tipificada) o bien recurrir a la integracién numérica.

C) Modelo Log-Normal

El modelo Log-Normal, usado por ejemplo por BAIN (1963), parte
de una expresion similar al Gaussiano:

dx(t) 1 (Ln(o) - )
= exp| —————

dt _t.\/27ro'2 . 202

De modo que el porcentaje de usuarios en un momento determinado
vendrd dado por la siguiente ecuacién:

X(t)_'o[y gy exp o7

Es preciso indicar que en este caso el limite inferior de integracion
es cero, puesto que el logaritmo no esta definido para valores negativos.
Por otra parte el punto de inflexién de la curva se produce en el punto
exp(u — 0%), de modo que presenta una mayor versatilidad que el modelo
Gaussiano a la hora de representar una serie de datos reales, siendo de
hecho un modelo flexible. No obstante, en lo que se refiere al presente
trabajo, no constituye un modelo demasiado interesante, puesto que ado-
lece de los mismos problemas que el Gaussiano.

CH) Modelo Weibull

La aplicacion de este modelo flexible a un proceso de difusion fue
propuesta en primera instancia por SHARIF e IsLAM (1980) y, andloga-
mente a los modelos Gaussiano y Log-Normal, estd basado en una fun-
cidn de tipo estadistico. En este caso la velocidad de difusién viene dada
por la ecuacidn.
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B-1 B
wzﬁ.(ij exp_[éj Bt >0

dt o \o

Resolviendo la ecuacion se obtiene de manera relativamente senci-
lla la siguiente expresion para el niimero de adoptantes en un momento
determinado:

B
x(t)=1—exp —[LJ t,o, >0
o

Los dos pardmetros del modelo determinan una familia de curvas
que puede aplicarse a gran cantidad de productos tecnoldgicos (KANG
et al.,, 1996), ya que se trata de un modelo flexible. E incluso son posi-
bles formulaciones mas sofisticadas con tres pardmetros que la dotan de
una mayor versatilidad:

B
x(t)=1—exp —(I_—TJ t,7,0,,3>0
o

Lo interesante de este dltimo modelo es que se incorpora el concepto
de retardo a través del parametro 7; efectivamente la especificacion fun-
cional de esta ecuacidn implica que existe una relacién entre el ndmero
de adoptantes y la situacion en un tiempo pasado definido por 7 — 7.
Esta es una idea relevante que serd empleada con posterioridad.

Ademis de la aplicacién al caso que nos ocupa, los modelos de Wei-
bull se han empleado en infinidad de problemas de la més variada indole,
tanto en ingenieria y fisica como en ciencias sociales. En el manual de
MURTHY et al., (2004: 13) puede encontrarse un exhaustivo listado de
trabajos basados en esta distribucidn.

D) Modelo Log-Reciproco

Se trata de un modelo de difusidn relativamente sencillo usado por
ejemplo por MCCARTHY y RYAN (1976), y que se representa mediante
las siguientes ecuaciones:

dt b-t? b-t

x(t) = exp{—%} b>0
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En este caso, al igual que ocurria con el modelo Gompertz, existe
un dnico punto de inflexién para toda la familia de curvas en el punto
x(t) = 1/€*, como puede comprobarse de forma andloga a como se hizo
en el caso de la curva Gompertz, aunque en esta ocasion es preciso deri-
var respecto al tiempo para después sustituir en la expresion de x(¢).
Tenemos entonces una familia de curvas asimétricas con la peculiaridad
de presentar un crecimiento bastante rdpido en su primer tramo, asi como
un cambio de concavidad muy temprano.

A modo de ejemplo, la figura 5.4 compara el comportamiento de
algunas de las curvas estudiadas hasta este momento para distintos valo-
res de sus pardmetros, indicando donde se produce el cambio de conca-
vidad.

FIGURA 5.4
COMPORTAMIENTO DE DISTINTOS MODELOS DE DIFUSION

Gompertz Log-Normal
A A
X(t) X(t)]
) ) Distintos puntos
777777777777777777 Punto de inflexion de inflexion
X(t) = N/e
Tiempo' Tiempo
Weibull Log-Reciproco
A A
X(t) X(t)

Distintos puntos

de inflexion
Punto de inflexién
X(t) = N/e?
Tiempo Tiempo

Fuente: Adaptado de MEADE e IsLaM (1998).

E) Modelo Gamma

La distribucién Gamma también puede ser empleada para modelizar
procesos de difusion. La expresion de la velocidad de adopcion es la
siguiente:
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dx(t) — L . x(t)p—l . e—a-x(t)
dt  T(p)

a,p>0

x>0

Donde I' es la funcién de Euler definida por I'(p) = J.xl’*l -e™ -dx.
0

Aunque para valores de p enteros positivos es posible integrar de
forma analitica la ecuacion diferencial, es habitual recurrir a tablas nor-
malizadas o a la integracion numérica.

La curva x(¢) asi definida presenta una evolucién temporal de tipo
sigmoidal para valores de p mayores que 1. Como ocurre con la mayo-
ria de modelos de tipo estadistico, aunque el ajuste a los datos reales
pueda ser bueno por la flexibilidad que le confieren sus pardmetros, la
interpretacion en términos econémicos no es sencilla.

F) Modelo Beta

La situacién es similar al caso anterior. Eligiendo de forma adecuada
el valor de los parametros es posible lograr una evolucién temporal de
tipo sigmoidal (FERNANDEZ-ABASCAL et al., 1994: 455-458). Algunos
modelos que se estudiardn més adelante como los de Jeuland o NSRL
presentan una estructura muy similar a la del modelo gamma:

dx(®t) _ T(p+q)
di  T'(p)-T'(g)

p,g>0
xe(0,1)

(01 - (1= x(@)"

G) Modelo de Singh y Maddala

Este modelo fue propuesto por SINGH y MADDALA (1976) para esti-
mar la distribucién del volumen de ingresos de una compaiiia, siendo
una generalizacién del modelo propuesto por Fisk (1961) con este mismo
objetivo y que a su vez se basaba en la distribucién de Champernowne.
No se trata por tanto de un modelo de difusion propiamente dicho, aunque
como sefiala MARTIN-CARRILLO (2000: 157-158) puede emplearse como
tal. La formulacién original de Singh y Maddala es la que se indica a
continuacion:
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dx(t) _a;-a,-a;-t%"
- as+l
dt (1 +a -t® )
1

x)=1-———
3
(1 +a, -t )

No obstante la interpretacion de este modelo en términos de Exter-
nalidades de Red también resulta complicada. Por este motivo, aunque
la flexibilidad que le proporcionan sus tres pardimetros permita un buen
ajuste a los datos reales, no parece un buen candidato para el analisis
del fenémeno que se pretende estudiar en este libro.

H) Modelo Adaptativo Polinémico

Propuesto por MARTIN-CARRILLO (2000: 170-189), este modelo fle-
xible presenta la ventaja de permitir una buena adaptacién a muchos pro-
cesos de difusion de tecnologias, siendo la estimacion de sus coeficien-
tes relativamente sencilla.

dx(1)
dt

=P +2-a, t+3-a,-t*+4-a,-1

4
x()=x,+P 1+ Y a -t
i=2

x, se define como la Tecnologia Latente y representa el porcentaje ini-
cial de usuarios, mientras que P, se denomina Coeficiente del Efecto de
la Innovacion.

I) Modelo Logistico Basico

El modelo Logistico (y sus numerosas variantes) es probablemente el
mds empleado para la modelizacion de procesos de difusion, pese a las
criticas que pueden hacerse a su planteamiento (ver por ejemplo SINDE
CANTORNA, 2004: 28-34), y cuenta con numerosas aplicaciones en muchos
otros campos, ya que por ejemplo es una de las funciones de activacion
mds empleadas en sistemas de Redes Neuronales. Fue formulado inicial-
mente por VERHULST en 1838, aunque también se le conoce como modelo
de Pearl, y ha sido aplicado con éxito, junto a sus diferentes variantes, en
miiltiples investigaciones sobre la difusién, como las de GRILICHES ! (1957

! Sin embargo estos trabajos de GRILICHES fueron revisados por DixoN (1980) que demostré
que la curva Gompertz resultaba una mejor aproximaciéon debido precisamente a su asimetria.
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y 1960), MANSFIELD (1961), TANNER (1978), TEECE (1980), RANDLES
(1983) o PoLo (1987).

Su formulacién parte de un planteamiento relativamente sencillo: la
velocidad de difusién de una tecnologia es proporcional al nimero de
adoptantes en el instante considerado y al nimero de potenciales adop-
tantes que ain no lo han hecho. Expresada en tanto por uno, tenemos que:

dx(t)
);t = B-x(0)-(1-x())

B>0

La primera parte del planteamiento recuerda a la Ley de Metcalfe,
que como ya se ha mencionado propone que el valor para un usuario de
conectarse a una red es proporcional al nimero de usuarios ya conecta-
dos (luego a mds usuarios conectados mayor velocidad de difusién). La
resolucion de la ecuacién diferencial proporciona la siguiente expresion
para el nimero de adoptantes:

1
" l+exp(-B-(t—1,))
t,=—k/pB

x(1)

Siendo k la constante de integracidn a determinar segin las condi-
ciones iniciales. Por tanto 7, es el instante en que se alcanza el 50 por
100 de la poblacién mdxima, es decir, x(f,) = 1/2, mientras que B se
denomina indice de expansién de la innovacién y determina la veloci-

dad con que se adopta la nueva tecnologia.

La versi6n linealizada propuesta por MANSFIELD (1961) y posterior-
mente modificada por BLACKMAN (1974) presenta la siguiente estruc-
tura:

Ln( x() ):a+b-t
1—x(1)

No obstante existen formulaciones alternativas que difieren unica-
mente en la forma de identificar cada uno de los coeficientes. Una de
las mds conocidas es la propuesta por FISHER y PrRY en 1970, quienes
plantearon una ecuacion de sustitucion tecnoldgica que realmente resulto
ser exactamente la misma que la logistica, como se demuestra realizando
unos sencillos cambios de variable (MARTIN-CARRILLO, 2000: 91-93). La
expresion que plantearon es la siguiente:
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_1 B
x(t)—2(1+tgh(2 (t to)D

La logistica es una curva simétrica, como se calcula ficilmente de
forma andloga a la planteada en el modelo Gompertz, con su punto de
inflexién en x(f) = 1/2 (N/2 si consideramos ndmero de usuarios y no
porcentaje). La figura 5.5 muestra una comparativa en la evolucion de
la velocidad de difusién de la ecuacion logistica y la de Gompertz.

Un detalle de suma importancia es que, aunque la formulacién dis-
creta de la ecuacion logisticax , = a - x - (1 — x ), presenta un com-
portamiento cadtico para valores de o mayores de 3.5699, su formulacién
continua no tiene este comportamiento, ya que como se indicé al estudiar
los sistemas dindmicos, en el caso continuo sin retardos sdlo es posible
hallar un comportamiento cadtico para dimensién igual o mayor que tres.

FIGURA 5.5

VELOCIDAD DE DIFUSION
DE LAS ECUACIONES LOGISTICAY GOMPERTZ

dx(t)/dt

<— Gompertz

Logistica

N/2 N x(1)

Fuente: MARTIN-CARRILLO (2000: 83).

J) Modelo Logistico Local

Una modificacién especialmente interesante del modelo Logistico
basico es la propuesta por MEADE (1988) con su denominado modelo
logistico local, que introduce un esquema de tipo autorregresivo incor-
porando en la ecuacién de prediccidn los valores observados en el
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instante anterior. La formulacion de este modelo simétrico es la
siguiente:

x(t—1)-exp(b)
1+x(t—1)-(exp(b)—1)

x(t) =

b>0

IsLAM y MEADE (1996) probaron que esta formulacion resulta en oca-
siones mds adecuada que la logistica basica para realizar predicciones
en entornos cambiantes.

K) Modelo Logistico de Chow

Se trata de una modificacién del modelo logistico basico que pre-
tende dotarlo de mayor flexibilidad. Como ya se mencioné al estudiar
la curva de Gompertz, CHOW (1967) propuso una modificacién de dicho
modelo permitiendo que el mercado potencial creciese con el tiempo, es
decir, haciendo N = N(¢). La modificacion a la logistica que se estudia
en este apartado estd enfocada de forma similar.

Como se acaba de indicar, una de las hipétesis del modelo logistico
era que la constante de proporcionalidad en la ecuacién diferencial, 3,
era precisamente constante, de modo que la idea consiste en permitir
que varie con el tiempo, siendo por tanto 8 = B(¢). La formulacién del
modelo es la siguiente:

dx(t)
. B(t)- x(0)-(1-x(1))
x(t) = !

I+ exp(~[ B(z)-d2)

L

En términos econdmicos esta variacién en el tiempo de 3 permite
incluir en el modelo los cambios en la predisposicién de los potencia-
les usuarios a adquirir la tecnologia, por lo que sin duda supone una
aproximacioén mds realista, aunque implica determinar una funcién para
B, dificultando asi la estimaciéon del modelo. Por este motivo parece
razonable emplear funciones B(¢) sencillas de integrar, como hace HERNES
(1976) proponiendo una expresion del tipo B(f) = k - b'.

Empleando funciones polinémicas, que resultan muy sencillas de
integrar, es posible obtener soluciones con un mayor nimero de para-
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metros, lo que puede contribuir a un mejor ajuste de los datos reales,
quedando la expresion del nimero de adoptantes del siguiente modo:

1
x(1) = -

1+ exp(—z a-r)

i=0

L) Modelo de Paloheimo y Dickie

PALOHEIMO y DICKIE (1965) formularon una ecuacion de crecimiento
muy general que puede expresarse del siguiente modo:

dx (1)
dt

La flexibilidad que le permiten sus cuatro pardmetros hace que sea
en realidad una de las ecuaciones més generales que puedan plantearse,
ya que recoge como casos particulares la logistica basica y muchos de
los modelos que se estudiardn a continuacién, como el de Bertalanffy
y NSRL. Resulta complicado estudiar sus propiedades en términos gene-
rales, y por este motivo se analizardn en su lugar los casos particula-
res que se han indicado, considerando valores concretos de sus para-
metros.

=H- -x(t) —k-x(t)

M) Modelo de Bass

Este modelo formulado por Bass (1969) plantea que determinados
individuos adoptan una nueva tecnologia por motivaciones propias,
independientemente de la decisién del resto de potenciales usuarios;
éstos son los llamados innovadores. El resto de adoptantes se move-
rian por un efecto imitacién (o interpretado en términos de Externali-
dades de Red, porque al incrementarse el nimero de usuarios aumenta
para ellos el valor de adquirir la tecnologia). Por este motivo BASS pro-
puso una modificacién a la ecuacién logistica bdsica que recogiese
ambos efectos.

El planteamiento matemético del modelo es relativamente similar al
de la logistica, aunque incorpora un término adicional para incluir el
comportamiento de los innovadores:

d);(tt) =(p+q-x®)-(1-x())

p,g>0
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1—exp(—(p+q)~t)

1+%-exp(—(p+q)-t)

x(t) =

Por tanto el modelo puede interpretarse como la suma de dos efec-
tos: el de los innovadores, definido por una exponencial modificada
(p - (1 — x(v))) y el de los imitadores, definido por una logistica basica
(g - x(®) - (1 — x(1))). En este sentido es interesante introducir los con-
ceptos de coeficiente interno y externo de influencia propuestos por LEK-
VALL y WAHLBIN (1973). Para ello se expresard el modelo de Bass de la
siguiente forma:

dx(r)
dr

El primer término, como ya se ha indicado, refleja el comportamiento
de los innovadores, e indica una conversién a porcentaje constante p.
Este es el denominado coeficiente de influencia externa o innovacién.
El segundo término implica una influencia de los adoptantes sobre los
no adoptantes similar a un proceso de contagio, de modo que la cons-
tante de proporcionalidad g es el denominado coeficiente de influencia
interna o imitacion. Por tanto se asume que existen dos categorias de
individuos, imitadores e innovadores, que presentan una respuesta dife-
rente a la introduccién de un nuevo producto.

p-(1=x(®))+q-x(t)-(1- x(t))

No obstante algunos autores como TANNY y DERZKO (1988) sugieren
que esta interpretacion del modelo de Bass es incorrecta y que realmente
el modelo soélo refleja la interaccion entre adoptantes y no adoptantes, de
modo que g no es un coeficiente de imitacion para un individuo sino que
refleja la intensidad de adopcién como consecuencia de la interaccion
adoptantes—no adoptantes, al tiempo que p indica el efecto de todos los
demads factores que incitan a la adopcion de la tecnologia, como los medios
de comunicacién y las politicas de venta (ISLAM et al., 2002). De esta
manera desaparece la dicotomia innovadores / imitadores y se sustituye
por la hipdtesis de una poblacion homogénea de potenciales adoptantes.

En cualquier caso, al margen de la interpretacion de los coeficientes
de influencia, se trata de un modelo de tipo flexible con un punto de
inflexion que estd comprendido entre 0 y 0.5 dependiendo del valor de
los parametros p y ¢, lo que se comprueba facilmente de forma analoga
a la propuesta en el modelo Gompertz. Concretamente el cambio de con-
cavidad se produce en el punto x(¥) = (¢ — p)/ 2 - ).

Sin embargo, aunque se trata de un modelo empleado en un gran
nimero de investigaciones, tal y como sefialan HEELER y HUSTAD (1980)
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presenta una serie de limitaciones, como cierta inestabilidad si la esti-
macion de sus pardmetros se basa en una serie corta de datos y proble-
mas predictivos en las primeras etapas del crecimiento.

El modelo bésico presenta ademads el problema de que para t = 0 el
porcentaje de adoptantes ha de ser necesariamente cero. Por ello se ha
sugerido una formulacién ligeramente modificada que da lugar a una
ecuacion que permite una poblacién inicial no nula (MEADE e ISLAM,
1998):

I—C~Z-exp(—(p+q)-t)

0= l+c~exp(—(p+q)-t)

p.q>0

También se han desarrollado otra serie de variantes para tratar de
introducir supuestos mds realistas, como por ejemplo anadiendo coefi-
cientes de influencia crecientes o decrecientes en vez de constantes
(MAHAJAN et al., 1990a; MARTIN-CARRILLO, 2000: 141-143). En esta
misma linea MAHAJAN y PETERSON (1978a) desarrollaron un modelo din4-
mico basado en el de Bass permitiendo que el nimero maximo de adop-
tantes fuese variable en vez de constante, de modo que la velocidad de
difusion (en nimero de adoptantes) venia dada por la expresion:

dx(t)
dt

=(p+q-x(®)-(f(P@)—x(1))

Siendo f una funcidn lineal del tipo f(P(1)) = k,+ k, - P(1), y P(?) la
poblacién mixima o mercado total que se definia en la primera parte del
capitulo, que en este caso se modeliza también como una ecuacién de
Bass.

NORTON y BAss (1987) extendieron el modelo basico para incorpo-
rar la idea de distintas generaciones del producto compitiendo entre si.
Si se considera inicamente un modelo con dos generaciones las ecua-
ciones resultantes son las siguientes:

N =m, x,)-(1-x,-7))
N, ()= (m, +m, -x,(1))-x,(t - T)

Donde N, representa el nimero de adopciones de la generacion i-
¢sima (en este caso generaciones 1y 2) en el instante 7, y x, es el por-
centaje de adoptantes de cada generacion, de modo que las x, siguen un
comportamiento dado por la ecuacién de Bass. El pardmetro T repre-
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senta el momento en que se lanzd la segunda generacion del producto.
Este modelo puede ser generalizado de forma sencilla al caso de tres o
mds generaciones sucesivas.

Una dltima variante elemental que merece la pena mencionar es el
modelo empleado por GANESH y KUMAR (1996) y GANESH et al., (1997),
que partiendo del modelo de Bass introduce una pequefia modificacion
para considerar el efecto que tiene en la difusion tecnoldgica entre paises
el aprendizaje (recordemos la importancia de las denominadas Externa-
lidades de Red de aprendizaje):

0yl s

Donde y(¢) es el ratio de penetracion en el mercado de donde surge
la innovacién y x(¥) el ratio de penetracién en el mercado donde se esta
introduciendo. En este caso c representa el coeficiente de aprendizaje.

A continuacién se estudiardn otras variantes algo mds sofisticadas
del modelo de Bass basico que merecen ser analizadas de manera inde-
pendiente.

N) Modelo de Bass con deserciones

BIDGES et al., (1993), estudiando el niimero de productos que podian
competir en un determinado mercado tecnolégico, desarrollaron un
modelo similar al de Bass, que es también aplicable a los procesos de
difusion de tecnologias. La modificacién consiste en incorporar un tér-
mino adicional que puede ser interpretado como la tasa de deserciones,
es decir, el porcentaje de adoptantes que abandonan la tecnologia, que-
dando el modelo expresado mediante la siguiente ecuacion:

dx (1)
dt

= (24, + 24, -x(0))-(1-x(t)) - - x(0)
a-(1—c~exp(t-b))—b~(1+c~exp(t~b))
2-4, -(1—c~exp(t-b))

a=-A+A—-u
b=(4-4 A +a?)"

x(1) =

El punto de inflexion de esta curva se encuentra en el punto x(¢) =
(A, = A, = w/(2 - A), de modo que estamos ante una curva asimétrica,
puesto que A, A, u > 0.



MODELOS UNIDIMENSIONALES (DIFUSION) 109

El interés de este modelo radica en que incorpora la posibilidad de
considerar que cierto porcentaje de usuarios decide prescindir de la tec-
nologia tras haberla adquirido, relejando asi la hip6tesis implicita en el
modelo de Bass de que un adoptante continta siéndolo indefinidamente.
Sin embargo en términos de Externalidades de Red probablemente seria
mds realista considerar una tasa de desercion decreciente en vez de cons-
tante como la que propone este modelo.

N) Modelo de Bass con tres etapas

JAIN et al., (1991) propusieron una modificacién al modelo de
Bass bésico que incorporaba las restricciones en la cadena de sumi-
nistros. El planteamiento consiste en asumir que existe un determi-
nado nimero de usuarios que desean adquirir la tecnologia y estdn a
la espera de obtenerla debido a restricciones de abastecimiento, de
modo que se identifican tres grupos de individuos dentro del modelo:
potenciales adoptantes, usuarios a la espera de adquirir la tecnologia
habiéndola solicitado y adoptantes. La formulacién en tanto por uno
es la siguiente:

dz(t) dA(t)  dx(t)
dt - dt i dt =(p+ql.A(t)+q2-x(t)>-(l—A(t)—X(l))

dx(t)
dt

=C(1)- A(t)

z(#): Suma del nimero de adoptantes y usuarios en lista de espera.
A(?): Usuarios en lista de espera.

x(t): Numero de adoptantes

C(1): Coeficiente de suministro, que relaciona el nimero de adoptantes
y el de usuarios en lista de espera.

El interés de este modelo radica en el hecho de que como sefialan
Istam y FiEBIG (2001), en muchos casos existen restricciones en la
cadena de suministros que impiden adquirir un determinado producto
de forma inmediata, como ocurre por ejemplo en algunos paises con el
teléfono. Sin embargo este modelo de difusion estd constituido por un
sistema de ecuaciones diferenciales de dimensién dos, lo que dificulta
su resolucidn.

O) Modelo de Bass con efectos publicitarios

SIMON y SEBASTIAN (1987) propusieron una serie de seis modelos
basados en la formulacion discreta del modelo de Bass para incorporar
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el efecto de la publicidad en los coeficientes de influencia externa e
interna. Resulta relativamente sencillo expresar en términos continuos
su propuesta, quedando las siguientes expresiones:

Modelo de Innovacion (se modifica el coeficiente de innovacion p)

d);(tt) =(p+a-x)+a- f(A)-(1-20))

Modelo de Imitacion (se modifica el coeficiente de imitacion q)

B (p+ g3+ B 1(4)-x0) (1= x0)

Donde f(A) es una funcién céncava de tipo logaritmica que depende
de la publicidad realizada, A, proponiendo los autores tres especifica-
ciones alternativas:

Modelo de un tinico periodo

f(A)=y-Ln(A(t-1))
720
Modelo de varios periodos

T

f(A)= 7, Ln(A¢-1))

7=0

Modelo de Nerlove

f(A)=2-Y 7, -Ln(At-1))

7=0
En el que los pesos siguen una distribucién Beta, de modo que:

(r+s-—1)!

- Ar-1. — s—1
& (r—l)!-(s—l)!T 1=

La combinacién de los dos modelos de Bass modificados con los tres
modelos publicitarios propuestos da lugar a seis modelos diferentes. El
estudio de SIMON y SEBASTIAN muestra que estas modificaciones mejo-
ran ligeramente la prediccién respecto al modelo de Bass clésico, al
tiempo que confirman el retraso que se produce en la respuesta publici-
taria de los consumidores.
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P) Modelo de Floyd

Este modelo fue propuesto por FLOYD (1968) para representar la evo-
lucién de innovaciones industriales y presenta la siguiente estructura:

dx(t)

~ o= (1-x@) b>0

Siendo la solucidén en este caso

! +b{ix0)]:a+b¢ b>0

1-x()

Como puede comprobarse la ecuacién diferencial de partida es simi-
lar a la logistica, aunque elevando al cuadrado el segundo término de
la expresion. Se trata una curva asimétrica con punto de inflexién fijo
en x(f) = 0.33 (MAHAJAN et al., 1990a), es decir, en un punto interme-
dio entre el modelo de Gompertz (0.37) y el Log-Reciproco (0.135). La
version Autorregresiva del modelo queda expresada de la siguiente
forma:

XB)=x(t=D)=b-xt~1)-(1-xt 1)
b>0

Q) Modelo de Sharif y Kabir

Se trata de una combinacién del modelo de Mansfield de la logis-
tica linealizada y el de Floyd, y fue propuesta por SHARIF y KABIR (1976)
para la difusion de innovaciones industriales. Presenta unas propiedades
similares a la curva de Gompertz (KANG et al., 1996), aunque se trata
de un modelo flexible y su punto de inflexién depende del valor de los
pardametros, estando acotado entre 0.33 y 0.5 (MAHAIJAN et al., 1990a).

dx(r) b-x(®)-(1=x())
dt  1-x(t)-(1-0)
b>0

oe[0.1]

o + Ln( x(1)

]:a+b¢ b>0
1—x(1) 1—x(r)
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También cuenta con una version Autorregresiva propuesta por MAHA-
JAN et al., (1993).

b-x(t—1)-(1-xt-1)’
1-x(t-1)-(1- o)

x()—x(t—1) =

b>0
o<(0,1)

R) Modelo Stanford

Este modelo constituye una aproximacién lineal al modelo Log-
Normal, aunque también puede considerarse como una modificacién del
de Bass, empleando un coeficiente de influencia interna decreciente y
un coeficiente de influencia externa igual a cero. Empleado por ejem-
plo por TEOTIA y RAJU (1986) su formulacion es la siguiente:

dx(t) q
— = ?~x(t)~(1—x(t))

1

Donde T es el tiempo en el que se logra la mitad de la penetraciéon
en el mercado. Se trata de un modelo flexible con su punto de infle-
xi6n entre 0 y 0.5. Obsérvese que estamos antre un sistema no auté-
nomo.

x(t) =

S) Modelo de Jeuland

Modelo propuesto por JEULAND (1981) que parte de la logistica de
Bass pero incorporando un parametro adicional. Se trata de un modelo
flexible con su punto de inflexién acotado entre 0 y 0.5. Presenta la
siguiente estructura:

d);(;) =(p+q-x)-(1-x)"”

p,g>0
y>-1

La versién Autorregresiva puede formularse del siguiente modo:
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X0 =x(t=1)=(p+q-x-1)-(1-x@¢-1)"
p,q>0
Y >-1

De hecho haciendo p = y = 0 se obtiene la version Autorregresiva
del modelo logistico de Mansfield, que presenta un comportamiento
simétrico.

x(O)—x(t=1)=b-x(t-1)-(1-x(r-1))
b>0

Haciendo p = 0, y = 1 se obtiene la version Autorregresiva del
modelo de Floyd, que presenta una evolucion asimétrica.

X0 =x(t=D)=b-xt=1)-(1-xt=1D)
b>0

T) Modelo FLOG

Este modelo, conocido también como Logistica Flexible, es una gene-
ralizacion de la ecuacion logistica basica. Propuesto por Bewley y Fiebig
(1988), se trata de un modelo de cuatro parametros que puede verse tam-
bién como una ecuacién del tipo logistica de Chow haciendo B(¢) = ¢ -
f'(u, k, t). El modelo queda expresado del siguiente modo:

Ln( x(® j=y+¢-f(u,k,t)

1—x(2)
[(1 +k- t)“/k - 1}

u

siendo f(u,k,t) =

Despejando x(f) se obtiene la expresion siguiente:
1 _ 1
1+exp[—(y+¢-f(u,k,z))] 1+c~exp[—¢~f(,u,k,t)]

x(1) =

Esta expresion recuerda a la logistica bdsica, pero incorpora una
funcién con dos parametros adicionales que lo dotan de mayor flexibi-
lidad. La ecuacidn diferencial de la que proviene esta expresion es la
siguiente:
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?=(p-f’(u,k,t)-x(t)-(l—x(t))
donde jgb-f’(u,k,s)-ds =¢-f(1.k.t)+y

0

Se trata de un modelo flexible cuyo punto de inflexién puede tomar
todos los valores entre el 0 y el 1, al tiempo que permite distintos grados
de simetria para un determinado punto de inflexién (MEADE e ISLAM,
1995).

En la préctica puede resultar dificil estimar los cuatro pardmetros
cuando se cuenta con un nimero limitado de datos, de modo que habi-
tualmente se emplean cuatro casos particulares de tres parametros:

Transformacion Box-Cox. Haciendo k = 1

f(,u,l,t)zw

Logistica Exponencial (ELOG). Haciendo k = 0

ekt —1

f(m.0.)=

Transformacion de Potencia Inversa (IPT). Haciendo u = 1
F(Lkot)=(1+k1)" =1
Transformacion de Potencia Logistica Inversa (LIPT). Haciendo . = 0

f((),k,t):%Ln(Hk-t)

El modelo FLOG ha sido aplicado, por ejemplo, para estudiar la
penetracion de los CDs en la industria discogrifica (BEWLEY y GRIF-
FITHS, 2003).

U) Modelo NUI
El modelo de Influencia No Uniforme fue propuesto por EASING-

WOooD et al., (1983). Se trata de un modelo flexible cuyo punto de infle-
xion puede tomar todos los valores entre el 0 y el 1.
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B (p+gx07)-(1-20)

p.q>0

SHARMA y BHARGAVA (1994) propusieron una mejora a este modelo,
de modo que la expresion final, conocida como modelo NHNYV, viene
dada por:

égg=(p+q(m0+hna—n+h%a—m+“f)@—xa»
donde x(t)=n@)+n(t—-1)+..+n2)+n()

p,q>0

he(0,1)

V) Modelo NSRL

Modelo flexible propuesto por EASINGWOOD et al., (1981) para cuan-
tificar el cambio en la propension a la imitacién. Al igual que los mode-
los FLOG y NUI su punto de inflexion puede tomar todos los valores
entre el 0y el 1. Realmente es un caso particular del modelo NUI haciendo
p = 0. Su formulacién es la siguiente:

dx(t)
dr

La version Autorregresiva del modelo suele expresarse del siguiente
modo:

q-x(t)? (1= x(1))

x(O)—x(t=1)=b-x(t=1)°-(1-x(t - 1))
b,06>0

W) Modelo de Bertalanffy

Modelo flexible propuesto por BERTALANFFY (1957) como una gene-
ralizacidn de la logistica bdsica. Su punto de inflexién puede encontrarse
en todo el intervalo (0,1) dependiendo del valor de los pardmetros.

dx(t) b
TE_:ENKO(I_“”ﬂ

o=>-1
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1
[1+c-exp(—b-t)]”a

x(t)=

o-c>0

Haciendo « = 1 se obtiene el modelo logistico bdsico, mientras que
si & — 0 se obtiene el Gompertz (MEADE e IsLaM, 1998). El modelo de
Nelder (ver NELDER 1961y 1962) es una reparametrizacion de este modelo,
por lo que no puede ser considerado como un modelo independiente.

X) Modelo de Birch

Este modelo flexible propuesto por BIRCH (1999) parte del logistico
bésico para incorporar una serie de modificaciones que pretenden dotarlo
de una mayor flexibilidad. Aunque fue planteada como una curva de cre-
cimiento de especies botdnicas y es practicamente desconocido en la
literatura sobre difusion de innovaciones, es sin duda aplicable a estos
procesos por las propiedades matemadticas que presenta.

En la ecuacion logistica, si se calcula el valor de ¢ — 7, siendo 7, el
punto donde se alcanza la mitad del crecimiento, se obtiene la siguiente
expresion:

1 Ln(x(r)) Ln(1—x(t
_ L pog o L) Lnl=x(0)
1+exp(=B-(1=1,)) B B

La propuesta de BIRCH consiste en incorporar un pardmetro adicio-
nal que permite ajustar de forma mads flexible la aceleracion y decele-
racidn del proceso de crecimiento de la curva, haciendo

x(1)

L _ Ln(x(®) _c-Ln(=x(0)  (c=1)-Ln(1/2)
© B B B

La ecuacion que define este tipo de crecimiento viene dada por la
siguiente ecuacidn, que no puede resolverse por métodos analiticos,
siendo necesario recurrir a técnicas de integracion numérica:

dx(t)  B-x(®)-(1-x())
dr 1—x(t)+c-x(1)

-

Obviamente para ¢ = 1 se obtiene la logistica basica. Por otra parte,
la velocidad de crecimiento mdxima se alcanza en el punto x(¢) = 1/(\/ ¢
+ 1), de modo que para valores de ¢ mayores que 1 la velocidad maxima

se alcanza en un punto menor que 1/2 y para ¢ menor que 1 ocurre lo
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contrario. Por tanto se trata de un modelo flexible en el que el punto de
inflexioén puede localizarse en todo el rango de valores entre O y 1.

Y) Modelo de Michaelis-Mentel Generalizado

Se trata de un modelo propuesto por LOPEZ et al., (2000) para repre-
sentar el aumento de peso de especies animales, y aunque no se tiene
constancia de su aplicaciéon como modelo de difusion de tecnologias, la
sencillez en su formulacién y la flexibilidad que permite lo convierte en
un candidato interesante para la modelizacién de este tipo de fendme-
nos. La formulacion del modelo es la siguiente:

dx(t) c-t<!
dt ke+re '(l_x(t)>
c,k>0
(E) = X, ke+i1e
ke +te

k es en este caso el tiempo en el que se alcanza la mitad del crecimiento
méaximo, y x_ el valor de la cuota de mercado en el instante inicial 7 = 0.
Considerando x, = 0 se obtiene la ecuacion original de Michaelis-Mentel.

Sélo para valores de ¢ mayores que 1 la curva presenta una evolu-
cidén de tipo sigmoidal, con lo que ésta es en la practica una restriccion
adicional que debe imponerse al modelo, alcanzdndose entonces el punto
de inflexién en el punto

(+1/¢)-x,+(1-1/¢)
2

x(r%) =

Se trata por tanto de un modelo flexible cuyo punto de inflexion
depende tanto del valor del pardmetro ¢ como de las condiciones ini-
ciales x .

Z) Otros modelos

a) Modelo KKKI

Propuesto por KUMAR y KUMAR (1992a) como un modelo flexible
de sustitucién tecnoldgica 2.

2 Aunque el modelo fue propuesto en primera instancia en KUMAR y KUMAR (1992a), cro-
nolégicamente la primera publicacién en la que fue mencionado es en KUMAR y KUMAR (1992b),
debido al desfase en la publicacién del primer trabajo.
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dx(t) _(p+q-x@)-(1-x0))
dt 1-b-x(t)

La versiéon Autorregresiva del modelo fue propuesta por KUMAR y
KUMAR (1992a) en el mismo trabajo en el que plantearon el modelo ori-
ginal.

p+q-xt—1)-(1-x(t-1)
1-b-x(1—1)

x(t)—x(t-1)= (

p.q>0
1<b<d g
P

Merece la pena mencionar que el modelo flexible de Skiadas (Skia-
DAS, 1986), es relativamente similar, aunque incorpora un parametro adi-
cional:

dx(t) _, (g+x(0)-(1-x(0)
dt — 1-x()+0-(g+x(0))

b) Modelo de Harvey

El modelo fue propuesto por HARVEY (1984) y parte de la logistica
modificada, siendo al igual que ella, un modelo flexible °.

Ln(an)—Ln(ur—D)zLn(ézg}—b¢+lﬂ(L+a)ln(xa—1»
b>0

o=-1

o-c20

¢) Modelo de Nicholson

Realmente se trata de un modelo surgido en el ambito de la biolo-
giatedrica para explicar la evolucién de poblaciones de la Lucila Cuprina,
un tipo de moscardo (ver por ejemplo RUAN, 2004; BRAUER y CASTILLO-

3 El modelo original propuesto por HARVEY es en realidad el que viene dado por la ecuacién
Ln(x(1)) = p- Ln(x(t — 1)) + 8+ y-t,donde p = (k — 1)/ k y y = Ln(kBya"¥). Como puede
comprobarse ambos modelos son equivalentes mediante una reparametrizacion.
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CHAVEZ, 2001: 119). Su interés radica en el hecho de que tiene una inter-
pretacion bastante natural en términos de difusién tecnoldgica y que
ademds presenta un comportamiento cadtico para ciertos valores de sus
pardmetros. Esto se debe a que, tal y como se comentd en el capitulo
IV, al incorporar retardos la ecuacion de difusién puede presentar este
tipo de comportamiento. La formulacién del modelo es la siguiente:

X0

No se entrard a describir la interpretacién de este modelo en térmi-
nos bioldgicos, pero se indicard a continuacién cudl podria ser su inter-
pretacién en términos de difusion tecnoldgica. Para ello se distinguirad
entre los dos componentes de la ecuacién.

x(t—17)

La primera parte P- x(f —T)-exp| — resulta la mas compleja de

interpretar:

* En primer lugar aparecen retardos. Esto implica que desde que un
usuario potencial toma conocimiento de la tecnologia y decide adqui-
rirla, transcurre un cierto tiempo antes de que efectivamente la compre.

* Por otra parte este elemento de la ecuacién puede interpretarse en
términos de comunicacion boca-a-oido: cada usuario actual «convence»
a otros potenciales consumidores de que adquieran la tecnologia. Este
modelo en cuestién asume que el ndmero promedio de individuos a los
que un usuario convence decae exponencialmente con el nimero de usua-
rios. Es decir, cuando hay pocos usuarios cada uno de ellos convence a
un gran nimero de individuos, pero cuando hay un gran nimero de usua-
rios cada uno convence a un nimero mucho menor. Multiplicando el
nimero de usuarios en el instante # — 7 por el ndmero de individuos a
los que convence en promedio cada uno de ellos se obtiene el incremento
en el numero de usuarios.

* Respecto a las dos constantes su interpretacion seria la siguiente:
x, representa el nimero de usuarios para el que la tasa de crecimiento
es maxima y P una constante que permite ajustar la exponencial (la efi-
cacia del proceso de comunicacién boca-a-oido).

La segunda parte de la ecuacién, 6 - x(¢), puede interpretarse como
la tasa de clientes que abandonan la tecnologia, exactamente igual que
se hacia en el modelo de Bass con deserciones.

Este modelo, que ha sido estudiado en gran detalle por parte de los
bidlogos tedricos, puede representar un proceso de difusion tecnoldgica
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de tipo sigmoidal para ciertos valores de sus pardmetros, mientras que
para otros su comportamiento es cadtico, tal y como se muestra en la
figura 5.6.

FIGURA 5.6
DISTINTOS COMPORTAMIENTOS DE LA ECUACION DE NICHOLSON
dx(z):P<x(t—T)-exp{—M}—5-x(t)
dt X,
Difusion sigmoidal Comportamiento caético
P=04; x,=4;, 7=24; 6=0.175 P=28;, x,=4;, 7=24; 6= 0475

30
L
20
—
—_—
=
—
——
I ——

20 25
~
15
L |
—

10

05 10
\
5
| E—
£
—

00

T T T T T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 0 100 200 300 400 500
t t

Fuente: Elaboracién propia (algoritmo programado en «R»).

d) Modelo de De Cesare y Di Liddo

Este tltimo modelo se ha incluido a fin de poner de manifiesto las
caracteristicas que presentan los modelos que incluyen dimensiones espa-
ciales. Su formulacién es la siguiente (DE CESARE y D1 Libpo, 2000):

auézr’t) =q(p®)-(1@0+7®)-(1-uz.0)

z7e€Q
tel:O,T:l

En este caso el nimero de adoptantes viene representado por u(z,?)
y z representa un punto del espacio, que toma valores en una regién geo-
grafica () € R? - p(1) es el precio de venta (que puede variar a lo largo
del tiempo) y g(p(¢)) es una funcién de respuesta al precio por parte de
los consumidores, que tipicamente serd decreciente y(f). representa el
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efecto publicitario y 1(z,7) el efecto de la comunicacién boca-a-oido (de
hecho es un término que en un modelo sobre externalidades podria repre-
sentar el efecto geografico de las Externalidades de Red de aprendizaje).
Este efecto de la comunicaciéon boca-a-oido depende de una funcién
K(z,s) que representa el modo en que los adoptantes ejercen influencia
en una zona a su alrededor.

Iz, = | K(z8)-u(s,0)-ds

Es preciso destacar varios aspectos de este modelo:

* El modelo sugiere una expansion de la innovacion en una deter-
minada region geogréfica (modelo de difusién espacio-temporal), que
podria ser por ejemplo una ciudad o un pais. Por este motivo el nimero
de adoptantes depende tanto del tiempo ¢ como del espacio z.

* Dado el coste unitario de la publicidad (c,), el coste unitario de
produccién (c,) y el factor de descuento (r) para actualizar los flujos
financieros, se obtiene de forma inmediata una expresién para los bene-
ficios actualizados de la empresa:

B= J‘OTe—rt .((P(t)—cp)._’.g%.dz_ca ']/(t))dt

* La ecuacién de difusién planteada es una ecuacién integrodife-
rencial de las que se mencionaron en el capitulo IV al estudiar la Teoria
de Sistemas Dindmicos.

* Se trata de un modelo de difusién de innovaciones que, como los
propios autores comentan, estd inspirado en gran medida en el campo
de la biologia tedrica.

Realmente es posible encontrar infinidad de modelos con una evo-
lucion sigmoidal, tanto en el &mbito de la Economia como de otras dis-
ciplinas (p.e. la Biologia), y aunque se ha pretendido desarrollar una
revision exhaustiva, no es posible recoger todos los modelos existentes
y cada una de sus variantes.

La revisién bibliogréfica realizada garantiza que los mds relevantes
han sido incluidos, pero siempre existe la posibilidad de omitir mode-
los concretos empleados en algin trabajo puntual. De hecho se han iden-
tificado algunos modelos que finalmente no han sido incluidos por con-
siderar que no aportaban demasiado al presente estudio, como el modelo
extendido de Riccati (LEVENBACH y REUTER, 1976), la variante 11 del
modelo de Kumar y Kumar (1992a), el modelo de Karshenas y Stone-
man (1992), la variante del NUI propuesta por Molyneux y Shamroukh
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(1996), los modelos de Chu (2000), surgidos en el dmbito de la Inge-
nierfa Quimica, el modelo de crecimiento poblacional de Puu (2003:
204-209) o el modelo de Goudriaan y sus variantes (YIN et al., 2003).

4. CLASIFICACION Y SINTESIS DE MODELOS DE DIFUSION

A modo de sintesis la tablas 5.1 recoge los 37 principales modelos

analizados.

TABLA 5.1

SINTESIS DE MODELOS DE DIFUSION ESTUDIADOS

Modelo Ecuacion Referencias
dx(t) 1 _ _ _a. FRANSES (1994),
Gompertz ——==f-x(t)-Ln ( ) x(t)= exp[ exp(—f-1+ k)] MORRISON (1996)
Gompertz. dx(t) 1 - —exp(— .
Variante de Chow = p@)-x(®)-Ln ( ) x0= exp[ exp( _[B(z) dz)} Crow (1967)
Gompertz.

. . _ » 'WEISSTEIN
Var{ante de tres x(t)=a-b 1 (1999: 748)
pardmetros
Gompertz. "

Variante x(1) = exp|:— exp|:— ((oc +p- t) + 7/):|i| LEE et al. (1982)
de Lee et al.
. de(y 1 _—py
Gaussiano 7 Ny CXP[ = } ROGERS (1962)
Log-Normal QN Ln(l) “ BAIN (1963
og-Normal at n \/27[0_2 AIN ( )
. ax() _ [ A } SHARIF e ISLAM
,. H=1- -t/
Weibull i { } x(t) exp ( 0‘) (1980)
Weibull con tres _ [ /3} MURTHY et al.
=l-exp|—((t-1)/
pardmetros ) xp ((t ® a) (2004; 9)
dx(®) _ 1 1 MCCARTHY y
Reci = -— =exp|—1/b(b-
Log-Reciproco i b exp[ b-t:| x(1) eXP[ ( f)] RYAN (1976)
ax(t) ar FERNANDEZ-
Gamma ar T )‘x(’)”’l e ABASCAL et al.
P (1994; 448-452)
FERNANDEZ-
d. T 4
Beta &0 _ TrD iy (1—x)" ABASCAL et al.

dt T(p)-T'(p)

(1994; 455-458)

Singh y Maddala

dx(t) _
dt (14q,-r2)""

. . L a1
a,-a,-a;-t"

x(t)=l—l/(l+a] -t“z)“x

SINGH y
MabppALA (1976)

(Contintia)
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TABLA 5.1 (Continuacion)

Modelo Ecuacion Referencias
Adaptativo dx(t) MARTIN-CARRILLO
Polinémico o " ht2aitdapredan (2000; 170-189)

dx(t) GRILICHES (1957

Logistico “ = Bx(@)- (1-x() x(0)=1/[1+exp(-B-(—1,))]| Y 1960),

dt MANSFIELD (1961)
Logistico. dx(t) _pos (o _ _ )
e e Chow | g = BO-x®)-(1=30)  x)=1/[1+exp(~[ B0)-dz) || Hevees (1976)
Paloheimo dx(t) ., PALOHEIMO
y Dickie o PO —kex(®) y DICKE! (1965)
Bass dx(®) =(p+q-x(t))-(] —x(t)) x(t) = l—exp(—(p+q)»t) Bass (1969)

di 1+(q/ p)-exp(-(p+q) 1)

Bass. Variante
para x(0) # 0

x(t)=|:lfc~(p/q)'exp(f(p+q)-t):l/|:1+C-exp(f(p+q)~t):|

MEADE e IsLAM
(1998)

Bass. Variante
con efecto

dx (1) :(p+q-x(t)+6"k'y(l))'(l_x(t))

GANESH et al.

aprendizaje dt (1997)

Bass con dx(t) BIDGES et al.
deserciones dr (A + 4 x)-(1=x0) = -2 (1993)

Bass en tres dx(t)

etapas 7=(p+q] AN+ g, x(0)- (1= A - x(1)) JAIN et al. (1991)
Bass con efectos d);(tt) = (p +q-x()+a-f(A)- (1 - x(t)))

publicitarios SIMON y
(innovacion e dx(?) SABASTIAN (1987)
imitacién) T (p+aq-x()+B- £(A)-x(0)(1-x(0))

Floyd % =b-x(t)-(1-x())’ FLovD (1968)

Sharif y Kabir

dx(y  bx@)-(1-x0)’
dt  1-x@)-(1-0)

SHARIF y KABIR
(1976)

Stanford d); (t’ )_ % x(0)- (1= x(0) (TlEg%Téf)% y Ray
Jeuland d);(tt) = (p+q~x(t))‘(1—x(t))l+y JEULAND (1981)
FLOG B g k0 (1-20) BowLEy y Finio
NUI d);(tt) =(p+q~x(t)5)‘(l—x(t)) szgsglgl;voon et al.
NHNV d);(t’) :(p+q-(n(t)+h-n(t—1)+h2n(t—2)+...)5)-(1—x(1)) %‘:&‘:‘éﬁvi (1994)
NSRL d);(tt) = g-x(t)° _(1 _ x(t)) Ex\g’sgn;l;xfooo etal.

(Continiia)
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TABLA 5.1 (Continuacién)

Modelo Ecuacion Referencias
dx(t) b . BERTALANFFY
Bertalanffy T x(t)- (1 —x(®) ) (1957)
Birch dx(t) _ Bxw)-(1-x0) BircH (1999)
dt 1=x(t)+c-x(t)
Michaelis-Mentel | dx(r)  c-t! LOPEZ et al.
Generalizado T (x0) (2000)
KKKI dx(t) _ (p+q-x0)-(1-x(1) KuMAR y KUMAR
dt 1-b-x(t) (1992a 'y 1992b)
Harvey Ln(x() - x(t=1))= Ln[%] ~b-t+Ln(1+0)-Ln(x(t=1)) | HARVEY (1984)
Nicholson % =P-x(t-7)- exp{— M} -6-x(t) RUAN (2004)
Xo
aLl(Z,l)_ ( ) ( K d ) (1 )
De Cesare o ¢ p)- .[g (z,9)-uls,0)-ds +y (@)1= u(z.1) De CESARE
y Di Liddo y Di Lippo (2000)
10 = [ K(z,)-u(s,0)-ds

Fuente: Elaboracién propia

Como se mencionaba al principio del capitulo, resulta complicado
establecer un criterio de clasificacion, de modo que en este libro se ha
optado por un criterio basado en el nimero de parametros del modelo.
Este criterio presenta dos ventajas fundamentales:

* Permite establecer una jerarquia en cuanto a la dificultad de ajuste
con datos reales: 16gicamente a mayor nimero de pardmetros, mayor
dificultad de ajuste y mayor necesidad de datos para que la estimacion
tenga validez estadistica.

* Permite recoger de una forma sencilla las relaciones existentes
entre los distintos modelos. Dichas relaciones se han ido mencionando
a lo largo del capitulo, pero es relativamente sencillo esquematizarlas
en una serie de tablas en las que la visualizacién sea mas facil.

Para establecer esta clasificacion se ha seguido un proceso de dos
etapas:

1. En primer lugar se han estructurado en dos tablas los modelos
mas relevantes (figuras 5.7 y 5.8). No se han incluido aquellos que
tienen mdas de una variable, y tampoco los de tipo estadistico, debido a
que como se ha comentado, estos dltimos tienen una aplicacién limi-
tada al fendmeno de las Externalidades de Red por su dificil interpre-
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tacion. En estas tablas se ha establecido una jerarquia en funcién del
numero de pardmetros que aparecen en la ecuacion diferencial (que
siempre serd uno menos de los que finalmente deban calcularse, debido
a la constante de integracién), y se han indicado las relaciones que exis-
ten entre ellos.

2. En las figuras 5.9, 5.10 y 5.11 se proponen una serie de mode-
los propios (en orden creciente de complejidad) que unifican a los ante-
riores, y que se han dibujado en un color diferente a fin de distinguirlos
de los modelos originales. Respecto a estas tres dltimas tablas es pre-
ciso mencionar lo siguiente:

* En la préctica seria posible la unificacién completa de todos los
modelos mediante una ecuacién con el suficiente nimero de pardmetros,
ya que bastaria con ir afladiendo factores multiplicativos elevados a un
exponente hasta recoger todas las posibles variantes. Esto es lo que se
hace, a modo de ejemplo, en el caso de la unificacién de los modelos 6
y 4 en el modelo 7 (figura 5.11). Sin embargo esto carece de sentido
puesto que la ecuacidn final seria muy dificil de calibrar con datos reales
debido a su gran nimero de parametros.

* Sin recurrir a este extremo es posible lograr una unificacion de
muchos de los modelos, de modo que con un nimero suficientemente
pequeiio de pardmetros es posible formular una ecuacién que recoja
como casos particulares un gran nimero de ellos. Por ejemplo, el modelo
1 (figura 5.9) con tan sélo 4 pardmetros (mds la constante de integra-
cién) es capaz de unificar 6 ecuaciones: NUI, Jeuland, Bass, Floyd,
NSRL y logistica. Afiadiendo mas pardmetros es posible lograr unifi-
car un mayor nimero de modelos, aunque el «rendimiento» (ratio ecua-
ciones entre pardmetros) es cada vez menor. De este modo el modelo
6 (figura 5.11) con 7 pardmetros recoge como casos particulares todos
los anteriores més el de Ploheimo y Dickie y el de Bass con desercio-
nes (para incorporar 2 nuevas ecuaciones ha sido preciso introducir 3
nuevos parametros).

* Debido a este problema, la unificacién de ecuaciones se ha dete-
nido en el modelo 7, que cuenta con 9 pardmetros. Légicamente una
ecuacion de este tipo carece ya de sentido desde el punto de vista prac-
tico.

En resumen, las similitudes que existen entre algunos de los mode-
los estudiados permite formular una serie de modelos generales que sin-
tetizan varios de ellos, aunque no es posible lograr una unificaciéon com-
pleta sin recurrir a una ecuacién con elevado nimero de pardmetros que,
por tanto, no tiene ningln interés desde el punto de vista practico.
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5. EXTENSIONES DE LOS MODELOS DE DIFUSION

Como ya se ha mencionado, resulta relativamente sencillo extender
algunos de los modelos de difusién estudiados a esquemas de compe-
tencia. El modelo logistico, por ejemplo, puede ser generalizado a dos
dimensiones a fin de contemplar los efectos de competencia entre dis-
tintos estdndares tecnoldgicos, denomindndose en este caso modelo de
competencia interespecifica de Lotka-Volterra.

ECUACION LOGISTICA  C. INTERESPECIFICA LOTKA-VOLTERRA

dx, (1)
dx(0) 1= By @) (15, 0) = By 3, (0,0
” =B-x(t)-(1-x()) = o

;t :ﬁzzlxz(t)'(l_xz(t))_ﬂzl'xz(t)'xl(t)

De hecho la generalizacion a n dimensiones es trivial en este caso,
tal y como se indica en el siguiente sistema de ecuaciones (modelo de
competencia interespecifica de Lotka-Volterra n-dimensional):

dx.
)z;:t) _ ﬁii 'xi(t)'(l_xi(t))_zﬁij X, (1) 'xj(t)
Y i=12,...,n

En el siguiente capitulo se estudiardn en detalle las caracteristicas
de este y otros modelos, siendo en muchos casos generalizaciones de los
modelos de difusién que ya han sido analizados.

6. CONCLUSIONES

Nuevamente hay tres ideas que merecen ser destacadas de este capitulo:

* La difusién de innovaciones puede definirse como la diseminacién
de una nueva idea desde su fuente de creacion hasta los usuarios finales.

* Es frecuente asumir que la distribucién no acumulada de frecuen-
cias correspondiente a un proceso de difusién que siga una evolucién
temporal de tipo sigmoidal es aproximadamente normal, siendo posible
distinguir entre cinco grupos de usuarios en funcién de su propension a
adquirir el producto: innovadores, primeros adoptantes, mayoria precoz,
mayoria tardia y rezagados. No obstante también se han desarrollado
otras distribuciones para la clasificacion de adoptantes.

* Existe una cantidad ingente de modelos de difusién compatibles
con la evolucién de un producto de red, aunque muchos de ellos estan
relacionados (o en terminos técnicos, se trata de nested models).





